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La asociación de Amigos de los Relojes de Sol ha publicado en su 
Boletín informativo "Analema" una serie de artículos de A. de Vicente con el 
título GNOMÓNICA VECTORIAL, que ahora son recogidos en esta separata, 
reeditados y corregidos por su autor. 

Entendemos que la presentación de este método vectorial para el 
cálculo matemático de todas las variables y parámetros que definen un reloj 
solar constituye una novedad absoluta, ya hasta ahora no se había 
elaborado ningún otro método de cálculo que resuma y sintetice todas las 
fórmulas y desarrollos numéricos necesarios para el diseño de las líneas 
horarias, curvas de altura, trayectorias diarias, horas de iluminación y de 
ortos y ocasos, y, en general cuantas líneas y gráficos son necesarios para 
construir un reloj solar de cualquier tipo, situación y posición. Este método 
ha sido desarrollado por medio de un programa de ordenador. 



INTRODUCCION 

Movimiento de una Sombra 

El estudio y cálculo de los Relojes de SOi, está basado en el movimiento 
aparente del Sol con relación a la Tierra y donde un Rayo Solar, pasando por la 
cabeza de un Estilo, o cumpliendo ciertas condiciones, Incide en el punto P de 
una superficie S situada en cierto lugar geográfico H. 

se estudia, por tanto: 
a) El versar Rayo Solar.Angulo Horario y Declinación Solar 
b) El Estilo, y sus componentes.. _ 
c) La superficie ( s ),nonnalmente un plano definido por su versor ( A-H ). 
d) El punto P. Intersección del Rayo Solar y la superficie ( S ), expresado 

por el Vector Horario ( P-H ), base fundamental de la Gnomónica 
Vectortal 

e) Uneas Horarias Babilónicas, Itálicas y Sidéreas 
f) Demás elementos gnomónicos. 
Con este sistema Vectorial, se puede calcular un Reloj en cualquier 

Plano y con cualquier Estilo, apoyándose en seis Triedros Ortogonales y nueve 
Coeficientes Básicos, donde las únicas variables, tanto en las fórmulas 
vectoriales como en las algébricas, son el Angulo Horario y la Declinación Solar, 
y teniendo en cuenta en este caso, que los versares Rayo Solar y Plano Base, 
son solo función de los citados Coeficientes y el Vector Horario es de dichos 
Coeficientes y de las componentes del Estilo 

Pero si este último es un versar paralelo al Eje Terrestre o Normal al Plano , 
el Vector Horario y el resto de los demás elementos del Reloj, son función de los 
ya mencionados Coeficientes y en algunos casos también de la posición de 
otro punto geográfico K, con respecto al H. 
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CAPITULO l. 

El estudio de la Gnomónica. empezó matemáticamente a través de la geometría métrica, 
para pasar de modo paulatino a apoyarse en la trigonometría, álgebra, analítica, etc, según estas 
ciencias avanzaban. Al aparecer el cálculo vectorial, entre sus aplicaciones destaca el estudio de la 
mecánica racional es decir, del movimiento. Y siendo la gnomónica el movimiento de una sombra 
(que no tiene masa y por tanto no hay consumo de energia ), la cinemática vectorial faciUta su 
desarrollo de modo notable, apoyándose en una serie de Triedros ortogonales y nueve coeficientes 
que aparecen en todas las fórmulas vectoñales y algébricas, que se estudian a continuación. 

A) TRIEDROS BASICOS 

La materialización de un espacio geométrico, puede representarse fisicamente, mediante un 
Triedro ortogonal y dado que los elementos gnomónicos pertenecen a distintos espacios. un 
conjunto de Triedros debidamente relacionados entre si, permite trasladar a uno determinado, los 
componentes de .los demás, mediante un cambio de ejes. Este es uno de los métodos que se 
apricaran en el desarrollo de la Gnomónica Vectorial 

A continuación se estudian cinco Triedros básicos., y sus relaciones a través de diversos 
vectores y versares. 

TRIEDRO BASE ( O ) 

Representa el espacio gnomónico fijo, donde el Sol . y la llerra, definen el plano meridiano 
Y0 = o siendo el Ecuatorial el Zo = o. Es base de los vectores de giro ~j O 6' ( Declinación Solar ) 
y ~ q, • ( Angulo Horario ). que generan respectivamente los Triedros ( 1 ) y (2 ) Sus ejes por tanto 
son: Fig. ( A-1) y Fig.(A-2) 

Eje ~ H - Intersección del plano Meridiano ya citado , con el Ecuatorial. Celeste 
Eje . Y0 H - Normal al anterior en el plano Ecuatorial. 
Eje lo H - Eje Celeste. 

TRIEDRO ( 1) 

Generado por el . vector de giro - fa·, define en el espacio Sol - Tierra, su movimiento 
relativo comprendido , entre kls límites ± 23 ° 27 m siendo la base del versor Rayo Solar 
( S-H ) =-i1 Sus ejes vienen dados por: Fig. ( A - 1 ) 

Eje X1 H - Unea Sol - T181Ta. 
Eje Y1 H ., Coincide con el eje Yo H 
Eje Zi H - Normal a los anteriores. 

TRIEDRO (2) 

B giro debido al vector ko q,' genera este Triedro, cuyo espacio es el de la Esfera Terrestre, 
donde el punto geográfico H, está indicado por sus coordenadas a (Latitud) y"- (Longitud) , 
siendo q> hk ó Atik la diferencia de longitudes entre los puntos H y el K . Es base del vector de giro 
~a• . Fig. (A-2) y Fig. (A-3) 

Eje X¿ H - Giro del eje ~ H el ángulo q, en el plano Ecuatorial. Origen de la longitud A 
Eje Y 2 H - Giro del eje Y0 H el ángulo q, en el plano Ecuatorial . 
Eje 4 H - Eje Terrestre. Coincide con el eje de la Esfera Celeste. 
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TRIEDRO (3) 

Está generado al aplicar el vector de giro l; a' al Triedro ( 2) siendo su espacio el entorno 
geográfico del punto H; es base del vector de giro K3 y' ( codeclinación ). Sus ejes son los 
siguientes;: Fig ( A-1 ), Fig. ( A-2) y Fíg. ( A- 3 ). 

Eje Xa H 
Eje Y3 H 
Eje Za H 

normal del lugar. 

- Coincide con el -~H. El sentido positivo indica el Oeste 
- Giro del eje Y2 H el ángulo ( 90- a): El sentido positivo indica es Sur. 
- Giro del eje 4 H el ángulo ( 90 - a). El sentido positivo coincide con la 

TRIEDRO (A) 

El espacio de este Triedro corresponde, en el Triedro ( 3 ), a la orientación del plano 
(A) ( Zi¡ = O ). como base del reloj. Queda definido por su versor (¡;;:¡:j }a = ka mediante 
k>s vectores de giro · ~ y' ( codeclínación ) y 1 í' ( inclinación ) , y donde este último se 
aplica en el eje Xa H del nuevo Triedro. Es base a su vez del vector de giro ~+·.Sus ejes 
son;: Fig. ( A -3) 

Eje XaH 
Eje Ya H 
Eje Za H 

- Traza del plano horizontal Z3 = o con el Za. = O 
- Normal al anterior en el plano ( A) 
- Normal al plano ( A) 

TRIEDRO (B} 

Con el mismo espacio que el anterior, tiene la particularidad de que si ¡f, = q>ª (que se 
calculará posteriormente), el eje Yb H es paralelo o coincide con el eje de simetría del reloj y además 
facilita el estudio de cierto tipo de relojes .. Es base del vector de giro ~ 'V ( Angulo de Elevación 
def Estilo Sus ejes son los siguientes: Fig. ( A - 3 ) 

Eje ~H 
Eje YbH 
Eje 4H 

- Giro del eje Xa H el ángulo el> en el plano 'Za. = o 
- Giro del eje Ya H el ángulo ♦ en el plano 'Za. = O 
- Coincide con el 4 H 

Vectores y Versares. 
Angulo Horario 

Tal como se indicó en párrafos anteriores, son cuatro los vectores función del tiempo, 
hasta ahora presentados; el "Angulo Horario" y la "Declinación Solar", ambos funciones directas, que 
se estudian a continuación, y el "Rayo Solar" y el "Vector Horario", que lo son a través de lo dos 
anteriores: 

El "Angulo Horario" está generado por el vector ko <p' cuyo valor viene dado por : 

(A.1 ) <p. =360 ° /24 h (Grados/ Hora) =Velocidad Angular del Giro Terrestre = cte 
Integrando esta ecuación, dicho ángulo, toma la expresión 

(A.2 ) q> = 15 t + C donde ! es el tiempo referido al punto geográfico H 6 al K, según 
el caso a estudiar. 

El cálculo de Q se realiza del siguiente modo teniendo en cuenta que; 
-1 º) El origen del Angulo Horario, se encuentra, por definición en el eje XoO : Figs (A-1) y (A-2) 
-2°) Las 12'1 del punto geográfico K, coinciden con el ángulo <p,2 = 270° + <Ptm del punto 

geográficoH ;con ello se llega a la relación, donde q,,,k = At, - ¼ 
(A3) 27ü° + <!% = 15x12K + C 
y por consiguiente, a la fórmula final 

{A.4 ) (f)H = 15Ít( + Cflhk + 9(f "Angulo Horario" del punto H, con la hora del K. 
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Sí se desea la hora de K en H, con adelanto / atraso (Huso Horario), se añade al ángulo q,H el 
término ±15T, siendo T el número entero que define el huso a partir del punto geográfico H. 

El valor de la constante g, es función del origen del "Angulo Horario" ,por lo cual, al variar dicho 
origen, también lo hace C. Tal es el caso de las horas gnomónicas Babilónicas ó Itálicas, que se 
estudiarán en su momento. 

-En cuanto a la "Declinación Solar". de función compleja y con unidad de tiempo el día, no se 
calcula en este estudio, ·pero se encuentra tabulada en cualquier tratado de Astronomía. 

Resumen de los Versores y Vectores 

Independientemente de los versores t f. k que definen el sentido de los ejes principales 
de cada Triedro, los siguientes son propios de la Gnomónica Vectorial .. 

-a ) · Versor "Rayo solar" ( S- H ) = -í1 Su origen se halla en el Triedro ( 1 ) . Es función de la 
"Declinación Solar" 6 , del "Angulo Horario" <P y en los Triedros ( 3 ), (A) y ( B) de los 
ángulos a, i, y, a través de nueve parámetros, denominados "coeficientes trigonométricos de 
posición" abreviadamente (c.t.p), 6 Coeficientes, que se definirán en el próximo Capítulo 
-b) Vector "Declinación Solar" -.io 5' Aplicado en el Triedro (o), define el movimiento 

aparente del Sol. Es función del tiempo . 
-e) Vector "Angulo Horario" ~ cp'. Situado en el Triedro (o}, es función lineal del tiempo. 

Su origen es el eje Xo H, 
-d) Vector de giro "Latitud Geográfica" ~ a,' Está situado en el Triedro { 2 ), siendo a' = O 

y por tanto a = as 
-e ) Vector de giro "Longitud Geográfica" ~ 'A.'. Como en el caso anterior se halla en el 

Triedro( 2 ) , se verifica que 'A. = as 
-f ) Vector de giro "Codeclinación" ka y.' Sobre el Triedro ( 3 }, define el ángulo del versor 

( A- H) sobre el plano horizontal Za = o .Similar a los casos -d) y -e) r = CS 
-g) Vector de giro "Inclinación" ia i 1• Sito en el Triedro (A) indica la elevación del versar 

( A - H ) sobre el horizontal de H. Consecuentemente i = C113 

-h ) Vector "Elevación Estilo" ~ ",' Indica la elevación del Estilo. Como vector de giro 

"'=~ 
-i) Vector ka q,' Indica el giro del Triedro ( B ) sobre el ( A). · . 
-j) Versar del plano base ( A- H) = ka . Define su situación en cualquier Triedro.Función 

de los ángulos a, i y y .a través de "c,t,p" 
-k ) Versor "Estilo (P0 -H) Expresado en cualquier Triedro mediante sus componentes 

cartesianos Px Py y Pz por tos ángulos <p ª y ,v 6 por vario~ "c.t.p" . . 
-1 ) "Vector Horario" (P -H ) Define el lugar geométnco del punto P, cumpliendo diversas 

condiciones Es función de la "Declinación Solar'', del "Angulo Horario" y de los "c.t.p" 
De lo anteriormente expuesto, quedan definidos tres versores; seis vectores de giro con valor 

angular c1e y los tres restantes variables. 

. .. ., 



Fig. {A-1) 

SOL ~--

1 

. Fig ( A-; 2 ) · P.N. 

P.S 
TRIEDROS ( 2) y ( 3 ) 

TRlEDROS {O), ( 1 ), { 2 ) y ( 3 ) 

FIG ( A- 3) 

a 

TRIEDROS ( 3 ), ( A) y ( B ) 
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CAPÍTULO 11 

B) Ecuación del Rayo Solar y Coeficientes 

Se ha defmido el "Rayo Solar", en el capítulo anterior, mediante el versor (S-H)1 = -i1 .Al 
proyectarlo sucesivamente sobre los Triedros (2 ), (3} ,(A) y ( 8) se llega, en este último, a la ecuación 
vectoríaJ: 

( 8.1) siendo los comJX)nentes del versor,los siguientes: 

U1,=(-bsenq,+ncoS4> )sen<¡> cos6+(asen4>-mcos4> )cosq>COS6+(isen++hcoscf,)senó 
( 8.1.1.) Vb=(-nsencp -tx:osq,)semp cos6 +(msencp +acoSq> )cosq> cosó +(-h58J1q> +leos+ }sanó 

Wb= -csenct, coSó-dcoScl> cosó-fsen3 

Los nueve coeficientes de estas fórmulas, 6 "Coeficientes Trigonométricos de Posición", 
abreviadamente "c.t.p", se hallan en todas las fórmulas de Gnomónica Vectorial. como únicos 
coeficientes de las variables vectoriales ó algébricas". Sus valores, en función de los ángulos_g._,yj, 
están expresados por: 

( B.2) 
a =-senicosy 
b=-senaseniseny+cosa.cosi 
m= seny 
n =-senacosy 
h =-cosacosy 

j = cosaseniseny+senacosi 
e =-sena.cosiserry-cosa.seni 
d = cosicosy 
f=-cosacosiseny+senaseni 

En el caso de que el versor "Rayo Solar" esté situado en el Triedro ( A ),caso mas normal en 
Gnomónica, debe cumplírse la condición que el ángulo cp=O; si en el Triedro( 3 ), además, en los 
"c.t.p" debe veríficarse, que los ángulos i = r= 90°. Y JX>r último, en el Triedro ( 2 ), í= y= a= 90° 
En el primer caso, las fórmulas del versor y sus comJX)nentes, son. respectrvamente: 

(8.3) 

( B.3.1) 
u .. = nsenq,coso--rncosqicoso+hseno 
Va =-bsencpeoso+ acoscpeoso+ jsenó 
Wa =-CSell(j)COso-dCOSq>COsó-fsenó 

las relaciones existentes entre los "c.t.p" se hallan aplicando tres teoremas vectoriales en las 
ecuaciones de paso entre los Triedros ( 2 ) . y ( A ) , que tienen la particularidad de ser solamente 
función de estos -C.tp'\ propiedad que se aplicará con frecuencia. Al proyectar los versores de un 
triedro en el otro,(se omite este cálculo) • se llega a las fórmulas siguientes 

( B.4.1 ) 
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De estas ecuaciones se deduce: 

- 10) Cada versor de un triedro queda definido en el otro por 3 •c.t.p• que a su vez son sus 
cosenos directores; la suma de sus cuadrados es la unidad. Aplicado en los dos Triedros, se tiene 

(8.5) 
m2+a2+cf=1 
n2+b2+c2=1 
tf+f+ f2=1 

m2+n2+h2=1 
a2+ b2+ f=1 
cf+c2+ f2=1 

(8.6) 

(8.7.1) 

- 2") 8 producto escalar de cada dos versares- es nulo. es decir i;c. ¡; = o etc, por tanto, 

-mn-ab+cd =O 
nh-bj+cf=O 

-mh+aj+df=O 

-ma-nb+hj=O 
ad-bc+jf=0 
-md+nc+hf=0 

-30) 8 prodUCIO vectorial de dos versores es igual al tercero. Su ecuación es: 

i.. 1i ka 

W=~ - - -es decir .. m -a d = -i.th-.U+k.f • • 

n -b -e 

Apicando la formula anterior a los restantes versores de los Triedros ( 2) y ( A), se llega, por 
duplicado, a las expresiones siguientes: 

(8.72) 

a= nf-ch 
b=-mf-dh 
m=-bf-cj 
n= af-dj 
h=-ac-bd 

j=-mc-nd 
c=-ah-mj 
d=-bh-nj· 
f= an-bm· 

· Se pueden dedUcir asf mismo, el cálcuk> de cada uno de ellos mediante 

8.7.3) 

a = ad / ai = (sena J-1 ab / iJy = -{eosct r1 aj / ay = (eosct Y1 a2 f/ aia y 
b = aj/ aa = -ac/ai, 
m = ( sen i r1 aa / iJy = (sena Y1 an /ay = -(cosi Y1 ad / ay = (cosa )"1.3h / iJy 
n = (cosí )'1 ac / ay =- ah / aa = - taga ( sen i )'1 aj / ay 
h = (cosí )"1 af / ay = an I aa. 
j = -ab/ aa. = at/ ai 
e= ab/ ai = -af / aa. 
d = -aa/ ai = -(cosa)-1 at ¡ ay = (sena.)"1 ac1 ay 
f = ac / aa. = -aj/ ai 

( 

En resumen, 21 relaciones algébricas que enlazan entre sf a los 9 "c.t.p", que facilitan 
notablemente el calcuk> gnomónico y 24 en derivadas parciales 

Representación gráfica 

El Triángulo de Posición ,Fag.(B-1),está definido por los vértices siguientes: · . 

- PN ; Polo Norte, Zenit del Triedro ( 2) (0,0, 1h Versor ke 
- Z; Zenit del punto geográfico H del Triedro ( 3 ), (0,0,1)3 VersorK3 

-A; Zenit del Triedro ( A) ,(0.0.1}a siendo sus lados PN-2=(90°-a); Z-A={OO°-Q Versork_ y 
- A-PN= ( 90°-1t10 ), (donde 'tlo es el ángulo complementario del lado A-PN). 
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Asimismo se conocen los ángulos Z= { 90º-"f) y A= <pa. (dado por tag (J)a = -h / j) 
Al prolongar los lados PN-Z y A-Z respectivamente, con los valores angulares a. e j, 

se generan otros tres triángulos numerados,( 2 ), (3) y ( 4 ),con los nuevos vértices Q (0,-1,0 )a y 
S ( O, 1,0 ) 2.Estos triángulos conforman el cuadrilátero esférico PN-Q-S-A. o cuardrilátero K, cuyas 
diagonales son iguales a 90°, y que goza de las siguientes propiedades: 

-1 ° Calculando los lados de K, mediante los triángulos citados, se llega al siguiente resultado: 

( 8.8) 
cos.PN-Q = j 
cos.0-S = b 
cos S-A =-e 
cos A-PN = f 

Los cosenos de los lados del cuadrilátero 
K, coinciden con el valor de cuatro 
ttc.t.p" 

-2° Las alturas correspondientes a los triángulos (2 ) y (3 ) (que coinciden con las distancias 
desde los vértices del Ka sus dos diagonales),tienen los siguientes valores, dados por sus senos: 

( 8.9) 
sen PN-PN1 =-h 
sen O-Q1 =-a 
sen S-S1 = -n 
sen A-A1 = d 

Los senos de las alturas de los 
triángulos (2) y (3 ). son iguales 
a cuatro de los "c.t.p" 

: Como resumen, los "c.t.p" pueden dividirse por su expresión matemática en los tres grupos 
siguientes 

-1 º) Grupo Binomio formado por los b. c. j. f; son función de los ángulos g,yj 
-2°) Grupo Monomio, con los a, n. h, d; son función de los ángulos ª-3.. o 11 
- 3°} Grupo Monoparámetro al que pertenece el "c.t.p" m ,función unicamente del ángulo y. 

Al desarrollarse los diversos capítulos de la "Gnomónica Vectorial" ,aparecerán otros 
grupos, normalmente de tres "c,t.p" ,que definen, cada uno de ellos, los componentes de versares, 
vectores, ecuaciones, o elementos básicos; por ejemplo el grupo :h,j, f", aparece como único 
componente del versor "Estilo paralelo al Eje Terrestre" y en sus corolarios Las relaciones existentes 
entre los diversos "c.t.p" y los ángulos de los cuatro triángulos ya citados, no se consideran en este 
estudio. 

Pasar de un Triedro a otro. cambiando los ángulos a.,í,y en los "c.t.p" 

Siendo las ecuaciones: 

- - -
~= ~m-k,a+k,.d 

( 8.4.1) };- Cn -1b -i<ac 
k.¿=-th -]J+~f 

y ( B.4.2) 
1:.= 1;m+1n-k2h 
1=-T~-J;b-t<;j 
ka= 1_,,d-1c+~f 

se calculan los versores de cualquier Triedro en funcíón de ciertos valores de los ángulos 
a, i, y del siguiente modo: Por ejemplo: 

- A partir de las fórmulas { 8.4.1 ) y ( B.4.2) 

1°} 1t¿ = -V1-1i i + Ka 
2°) Si y=i= 90° 
3°) Si a.= 90° 
4°) Si r = i =a.= 90° 

Del Triedro (2) al (A) 
" 
" 
" 

" {2)al (3) 
" (3) al(A) 
" (2) al (2) 
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ki =-"];cosa.+ K3 sena 
ki = ~ =-Tacos i +Ka sen i 
k2 = K2. 



1°) ka= l; d-1: e+ K:1 f 
2°) Si y = í = 90° 
3°) Si a= 90° 
4º) Si y = i =a= 90° 

P.N. ( 0.0.1 )2 

A ( 0.0.1 )a 
z ( 0.0.1 )3 
S (0.1.0)2 
O (0.-1. O )a , 

Del Triedro (A) al ( 2) 
" " (3)al(2) ka= ka= T2cosa + ~sena 
" " (A)al(3) ~ = "t cos i cos.., +.1scos i seny +~sen i 
" " (A}al(A) ka ="Re 

ECUADOR 

Fig. (B-1) Cuadrilátero K sobre la Esfera Celeste 
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CAPITULO 111 

C) BASE DEL RELOJ 

En el Capítulo l,,se ha definido el plano base como el Za = O, mediante el versor 
{ A- H ) cuya ecuación en los Triedros (A), ( B) y ( 2 ) es :respectivamente Fig. ( C - 1 ) 

LC.1) (A-H )b= (A-H )a= ki,= ka y (C.2) (A-H )2= 1di~+~f 
O) ESTILO 

El Estilo es un versar situado en cualquier Triedro de un punto geográfico H con 
origen H y extremo PO por donde pasa el "Rayo Solar", que incide sobre el Plano Base. en el 
punto P y dado por la ecuación : 

( 0.1) ( Po-H )= TP,:+JP),+k pz 

También se expresa en los Triedros {A) y (B) a través de los ángulos+ (el definido por 
· el eje YaH y la subestílar Y i,H ) y el ángulo 'V ( elevaíción del estilo ) . Fig. {O - 1) 

-Cálculo de los ángulos <j). y ,v 

Proyectando el vector ka A ( P0- H )3 normal a la Subestilar, sobre los ejes XaH e YaH 
del Triedro (A) ,y hallando su cociente se llega al siguiente ecuación. 

o o 1 

o 1 o 
(A-H)aA(P o-H)aXk 

(D.2) tg♦ =---- = ------­
(A-H)aA(P 0-H)a><l: 

o o 1 

1 o o 
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A) Estilo paralelo al Eje Terrestre ( Versor ~ 6 -k2 ) 

-A1) Triedro (A) 

Conviene destacar que el Estilo tiene dos sentidos en la misma dirección, definidos 
por los versares kz y -~ respectivamente marcando el. Norte. y Sur y cuyas ecuaciones 
vectoriales son: Fig.( O- 2) 

( 8.4.1) ( Po-H )a=~= .:fahiai+ke.f y ( 8.4.1.1) ( Po-H )a=-~= lah+ki-kaf 

-El punto PO debe estar situada sobre el Plano Base , para lo cual, según las fórmulas 
anteriores, si P za = t > O PO se halla sobre ~ y si P za = t < O debe situarse sobre -~- En 
el caso que f=O, según ( C.2 ) el Plano Base es paralelo al Eje Terrestre.y se resolverá• 
mediante un artfficio.(Caso del RelojPolar ). Se deduce además que 

(8.4.1 o ) semi, = f 

El valor del ángulo el> = cpª define el correspondiente entre la máxima pendiente del 
plano (A) (eje YaH) y la subestilar (eje YbH.), donde ( D. 2.1) tg 'Pa = - h / j 

-Az) Triedro ( 8) 

Determinación del Estilo 

Las ecuaciones del Estilo se hallan, proyectando los versores del Triedro (A), dados 
por las fórmulas ( 8.4.1) y ( 8.4.1.1) sobre el Triedro (B),según el siguiente cambio de ejes: 

t = tcos4>-I,sefl4l 
( D.4) k_ = ~en<t,+1cos+ 

ka=~ es decir: 

( 0.1.2.1 ) ( P0-H }b= ~ =~(jsen♦+hcoscf))+1 (hsen4>-jcos4>)+kbf (con f>O) 

(0.1.2.2) ( P0-H )b= -~ = iosen++hcos♦)- Jb (hsenq,-jcos<f, )-k¡,f (con f<O) 

La aplicación de ( 0.2) es inmediata. Si ci>=wa el Triedro pasa a ser el ( Ba) donde el 
eje Yt,H, ahora la subestilar, y el de simetría del reloj. ,.Por último, las fónnulas del Estilo se 
transforman en las siguientes, teniendo en cuenta la igualdad ( 8.5) h2+f+f = 1 

(D.1.3.1) (Po-H)b=-it,(1-f)112+kJ (con f>O) 

( 0.1.3.2) ( P0-H )b = k(1-f;1,,..,-~f (con f<O) 

Como en el caso anterior si f = O se resuelve mediante un artificio. 

- B) Estilo normal al Plano Base 

Su ecuación en los Triedros (A), ( B) y ( 2 ) es, respectivamente: 

(D.1.4.1) (P0-H )a= (P0-H )b =ka=~ y (D.1.4.2) { Po-H )2= (A-H )2 = "i;di2C+~f 
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FIGURAS 

X3 
·y• 

,. 

1 

1 ,. : 
' 

Fi1,(D.1) 

.. -· 

Ei pwuo H se ha detdoblado en da1 para fi&:ilitv la campnmióa d• la li¡ura. 

Las figuras (D-2) y (D-3) indican la representación del 
versor del Plano(A) sobre la Esfera Terrastre. 
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CAPITULO IV 

. El VECTOR HORARIO 

8 Rayo Solar pasando por el punto P0 cabeza del Estilo, incide sobre el Plano Base (A). en el 
punto P. Se define como "Vector Horario" el- generado por este último y con origen el centro de los 
Triedros .Su fórmula general vectorial queda expresada en el Triedro ( B )del que se derivan los 
restantes.: Fig.(E-1) Si se desea pasar al Triedro (A), debe verificarse que el.ángulo ♦ = O ,si al ( 3 ), 
que i=y=OOº y si al ( 2) que a.=i=y=90° · 

--( E.1) ( P-H )b=( Po-H lb+( P-P0 )b 

Del segundo miembro se conocen: 

-1°} El Estilo estudiado en el capítulo 111 

{0.1 )ó (E.2) (Po-H)b=ü>m+V\1>+kJ>m 

-2°) El vector ( P-P0)1> sobre el soporte del "Rayo Solarn (Capítulo 11) 

( E.3) ( P-P0 )1> =:fr= VUi,+JrVb+krWb 

Con estos valores, la ecuación ( E.1) pasa a ser la 

( E.1.1) ( P-H )1>=( P0-H )1>+(1'-P:)1> = ¡( Pxt,+rUJ+k( P1'>+rVt,)+~( P21:,+rW¡J 

Por definición, el punto P debe encontrarse sobre el Plano Base, luego se debe cumplir que su 
componente sobre el plano Zi,=O sea nula 

Y eliminando "r" con ( E.1.1 ), se llega a: 

Por último, sustituyendo los componentes del Rayo Solar por sus valores, dados en las fórmulas 
( B.1.1 ), se obtiene finalmente la ecuación general del "Vector Horario" que es el elemento· fundamental 
de la Gnomónica Vectorial 

_ At,senq,+Bt,cosq,+Htg 6 
( E.5 ) ( P-H )b =;., ------­

cserkp+dcoSq>+ ftg 6 

_ M~ncp+N1>coscp+J1>tg 6 
+j¡,------­

csencp+dcosq,+ftg 6 

y donde sus "Coeficientes del Vector Horario", ( de modo abreviado "c.v.h"), son: 
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At,= (-bsen♦ +ncos+)P 2b +cP m 
E\,= (asen+ - mcos+)P m +dP m 

( E.6 ) Mb = (-nsen+-bcos+)P2b+cP)b 
Nb = ( msen♦+acos+)P m+dP )b 

Hb = ( jsen++hcos+)Pm+ fPllb 
~ = (-hsen♦+jcos♦)Pm+fP,t» 

que a su vez son función ele : 

-a ) El ángulo ♦ 
-b ) Los "c.t.p" 
-e ) Los componentes correspondientes a cada Estilo 

Desarrollando estos coeficientes en los Triedros (A) y ( B ), se tiene: 

-1°} Triedro ( B) 

Se estudia solamente el caso del Triedro ( 80 ) (con <I> = cpª ) 

( E.6.1) 

~ = -dPzt,/ (1-f)112 + cPllb 

13.io = cPzb/ (1-f)112 + dPm 
Mt,o = -cfPm/ (1-12)112 +cP)b 
Nt,o = -dfPzt/ (1-12)112 +dP)b 
HbO = fPxt, 
~ = Pm(1-f)112 + fPlf:> 

( E.6.2) 

-fd / (1-f )112 

fC/ (1-f)112 

-e/ (1-f )112 
-d / (1-12)112 

o 
o 

( E.6.4) 

-d / (1-f )112 

C/ (1-f)l/2 
-fe/ (1-f )112 

-fd / (1-f )'12 

o 
(1-f )11.! 

donde las notaciones numéricas definen: 

( E.6.1 ) ..... Coeficientes en el Triedro ( Bo) en función ele Pllb,P)b.P.m. 
( E.6.2 ) .... Jdm con Estilo paralelo al Eje Terrestre ~ 
( E.6.3 ) ldm " " " " " " "-~ cambia el signo de (1-f)'12 

( E.6.4 ) .... .ldm " • normal al Plano Base 

-2°,) Triedro ( A) 

Es, salvo excepciones, el Triedro normal para el cálculo de planos base y relojes. Sus 
coeficientes son: 

( E.6.5) ( E.6.6) (E.6.8) 
Aa.= nPza + cPxa a n 
Ba·=-mP + dP za xa b -m 
Ma =-bP za + cP )11 m -b 
Na= aPza + dP)fl n a 
Ha= hP2a + fPxa o h 
Jª = iP2a + fP)'ll o j 

donde: 

{ E.6.5 ) ..... Coeficientes en el Triedro (A) en función de Pxa Pya yP.. · · · 
( E.6.6 ) .... .ldm con Estilo Paralelo al Eje Terrestre :& ( f > o) Función de los "c.t.p" 
( E.6.7.) ª " " " " " " " " - ~ ( f < O) cambian los signos de los "c.v.h" y 

por tanto los"c.t.p" a,b,m,n,h,j 
( E.6.8 ) .... Estilo normal al Plano Base. ( P za= 1 ). Función de los "c.t.p" 
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Si f<O y el Estilo es paralelo al Eje Terrestre (-k2), es el caso de los relojes verticales en el 
Hemisferio Norte.; cambian el signo los "c.t.ptl excepto los e, d, f en el Triedro (A) y el (1-f)112 en el (Bo). 

Partiendo del "Vector HorarioH, se deducen las Líneas de Insolación Diurna y el Haz Horario al 
eliminar 6 el "Angulo Horario" q>, 6 la "Declinación Solar" 01 resolviendo el " V. H "como ecuación 
paramétríca 

-1 º). Lineas de Insolación Diurna. 

Es el lugar geométrico descrito por el punto P al variar el ángulo horario <p .Función de o, los 
"c.t.p" y las variables X e Y ;La ecuación general es : Figs ( E-2 ), ( E-3) y ( E-4) 

(x (-c.Jb+fMb)+y (-f~+cHb)+(-MbHb+A-,Jb)ftg2o + 
( E.7) (x (--dJb+fNb)+y (-fBo+dHb)+ (-NbHb+Bi,Jb))2tg20-

(x ( cNb-dMb) +y ( d,¾-c~) + ( ~Mb-A}Jb))2=0 

El espacio correspondiente al punto P, está limitado por las líneas de Insolación 
correspondientes a la Declinación Solar ±23º 27 .. Existen otras dos limitaciones, estudiadas 
posteriormente; la primera en el caso de que el "Rayo Solar" no incida sobre el plano del reloj y la 
segunda cuando P se halle por encima de la cabeza del Estilo P0 •• 

La fórmula anterior en el Triedro (A}, basándose en las ( E.5) ( E.6) etc y ( 8.5 ), ( 8.6) y ( 8.7) 
del Capítulo II y en función de los componentes del Estilo, es; 

( E.7.1) ( mx-ay-mP'i\a+aPya-dPza)2tg20+( nx-by-nPs+bPya+cP1 • .)2tg2 =( hx+jy-hP,,.,dPya+fP;i;J2 

Cónicas de las "Líneas de Insolación" 

El tipo de cónicas correspondientes a las "Líneas de Insolación Diurna" ; son independientes del 
Triedro de referencia y por Geometría Analítica se demuestra, que los coeficientes de las variables de 2º 
grado Ax2+Bxy+cy cumplen con la condición 

Elipse 

( E.8) El'- 4AC § O Parábola 

Hipérbola. 

Aplicando este teorema a la ( E. 7 .1.2 ) ó a la fórmula general ( E. 7 ) , se llega a las relaciones 
siguientes: 

( E.8.1 ) cos2é:i S f 

Elipse 

Parábola 

Hipérbola 

El '"c.t.p" f determina. con la "Declinación Solar" o, el tipo de cónica correspondiente a las 
"Lineas de Insolación Diurna". 

Ejemplos de Cónicas de Insolación 

Triedro ( A ) Estilo paralelo al Eje T. con f <O (-k2 ) 

( E.7.1.1 ) ( h2-sen20) x2+ ( f-sen26) y2 +2hjxy-2hcos26x-2jcos2oy+cos2o=O 

Triedro ( A ) Estilo normal al Plano ( A ). 

( E.7.1.2) ( h2-sen26) x2+ ( f-sen23) y2+2hjxy+2hfx+2jfy+f-sen23=0 
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Triedro ( Bo} ·Estilo paralelo al Eje T. 

( E.7.1.3) sen2a x2+( f-cos2a) y2-2 c1-f)112cos2ay-cos2a=o 

Triedro ( Bo} Estilo normal al Plano (A}. 

( E.7.1.4) sen2B>f+(f-cos26)y2-2(1-f)112fy-f+sen25=0 

Triedro ( Bo) Reloj Polar. Estilo normal al Plano (A) 

( E.7.1.5) tg2<i x.,2-yb2+tg23=0 

\ 

\ 

En el reloj Pofar,(f= O), en las líneas de insolación, según ( E.8.1 ), cos2a>O. Son hipérbolas. 

Se recuerda que el centro de las cónicas está dado por las ecuaciones siguientes: 

( E.9) f ( X) = O y f' ( y) =O 

Recta Eguinocial 

Si ó=O, en todas las expresiones anteriores, como por ejemplo el nuevo " Vector Horario" y su 
expresión algébrica, dadas a continuación 

J\,tgq,+Ba, Mbtg<p+N 
( E.5.1 ) ( P-H )b = 1,--- + I,---

ctgq,+d 

( E.7.2 ) ( cNb-dMb) x+( dAt,-c ~) y+( Bi,Mb-~Nb)=O que en el Triedro (A) resulta: 

( E.7.2.1} ( hx+jy-hP,ridP~+fPza) =O 

y en función de cada Estilo y Triedro y teniendo en cuenta las ya citadas relaciones entre los "c.t.p" 
estudiados en el capítulo 11,se Hega a: 

(E.72.2) y=-1 / (1-ff112 Con Estilo paralelo al Eje T. T ried. ( Bo) 

( E.7.2.3) y=-f / (1-f)·1J2 
.. " " normal al Plano (A) Tried.( Be,) 

( E.7.2.4} hx+jy+1=0 Con Estilo paralelo al Eje T. k 2 ( f >O) Tried.( A) 

( E.7.2.5) hx+jy+f=O .. " " normal al Plano (A). Tried.( A) 

Si el coeficiente angular de la recta equinoccial tg ♦ = -h / j < o ,el plano está orientado 
al Este ( y > 90 ° ) y los ( c.tp) h y j tienen el mismo signo ; y si tg ♦ = -h / j > O, la 
orientación es hacia el Oeste ( y < 90 ° }, y los "c.t.p" h y j tienen distinto signo. 

-2°) Haz Horario 

8 lugar geométrico descrito por el punto P,al variar la Declinación Solar a, está formado por 
un haz de rectas, o "Haz Horario" ,con vértice en el punto H0 ( Polo del Haz ) , que es función de cp y 
de los "c.v.hº, y las varía.bles X e Y. Su ecuación general. Fig. ( E-2) 

fRb-J¡,T c., 
( E.10 } Yb= Xt, --- + -- donde: 

tSi,-HbT fS-HbT 
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( E.10.0.3) T =(csencp+dcoscp) 

( E.10.0.2) 8t, =(At:>encp+Bt,COS((>) 

8 punto H0 se halla resolviendo las ecuaciones resultantes de igualar.a cero los coeficientes 
de sencp y cos cp en (E.10 ).En el Triedro (A) y Estilo Normal al Plano. Base se tiene: 

Ejemplos en el Triedro ( A l 

Estilo normal al Plano Base 

R.=-bsenq,+aco&p; Sa=nserup-mcosq,; Ca=-dsenq,+ccosq,; 

resuftando el Haz siguiente, 

T=csencp+deosq, 

( E.10.1 ) ( m tg q,+n) x -(a tg q,+b) y-d tg cp+c =O ; Punto H0 ( h /f. j / f) 

Estilo paralelo al Eje T. 

( E.102 ) ( m tg cp+n) x-(a tg cp+b) y =O ; Punto H0 (O , O ) 

coincidente con las rectas base del "Vector Horario" e independiente de la Declinación Solar o 

Si f=O. Caso del Reloj Polar. 

La ecuación del "Haz Horario toma la forma: 

.1t, 4, 
(E.10.3) y= -x--

Hb HbT 

es decir. las líneas de este Haz, son paralelas y el término independiente es función de q,. Fig ( E .4) 

Estilo Normal al Plano en el T riedro(A), se tiene: 

Ja=i; Ha=h; Ca=-dsencp+ccosq,; y T =csenq,+dcosq,. Por tanto 

j 1 
( E.10.3.1) Ya= - Xa-. --- con tg(l)h = d/c 

h h tg(cp+cp,J 

Si además Hb=O, el Triedro { B ),pasa a ser el (~)el "Haz Horarion tiene como 
ecuación 

( E.10.4) x= 4,o/ T =· •1 / tg {cp + 'Pt,c) ; donde ½b = -dsen cp +e coscp , JOb = 1 y tg (l)w..; = d / e 

siendo la subestilar el eje Y w H. Si este se desplaza por dicho eje una longitud HHn; genera un 
plano de altura unidad y de modo similar el punto P, segmentos horarios paralelos al HHn. con 
límites entre las hipérbolas extremas de los puntos H y H0 • Fig.( E-4 }. 
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Linea del Horizonte 

Es, por definición, la traza del Plano Base (A) con el paralelo al horizontal, pasando por 
el punto Po cabeza del Estilo. Para que exista iluminación, el "Rayo Solar• debe cumplir con dos 
condiciones; encontr!rs~sobre los planos (A), y horizontal del lugar geográfico H, siendo sus 
componentes sobre ka y ka negativas. 
-1° ) Sobre el Plano ( A ) en el. Triedro ( A ) , se verifica: 

( E .13 ) ( P- H )ax ka < O ó 

( E. 13.1 ) Wa= -csenq, 0086-dscosq, cosa -fsen6 <O según B (1.1 ) del Capitulo. 
-2:') En el Plano horizontal, en el Triedro { 3 ), la componente del Estilo sobre el~~ , es 

decir, P Z3, viene definida por su proyección sobre dicho eje, ( producto escalar) ( P0-H )ax 'kg 
De este modo, para que exista iluminación, la ordenada de la Linea del Horizonte YHa 

debe ser menor que la del "Vector Horario" Ya. Fig.( E-5) y ( E-6 ). siendo: 

PZ3 ( P0-H )ax~cosy dPya+aPza 
. (E.14) Yt-ta =---=------ =----

cosi cosicosy d d 

donde ka= -]: cosi+kaseni ( B.4.1 ) con a=OO°· Capítulo 11 ; ( P0-H )a=iaPxa+"tPya+kaP22 

( 0.1 ) Capítulo 111 ; y dP )e +aP 28= Na ( E.6.5) Capítulo IV 
Desarrollando la fórmula ( E .14) en el Triedro ( 3) con el Estilo paralelo al Eje Terreste. 

( con Na = n 6 Na = a si el Estilo es normal al Plano Base )es decir, con los valores: 
m=1 ;n=o;f=sena;c=-cosa sellegaa, 

- senq, 
(E.14.1) Ya=------- >n/d 

-cos a senq,+ sena tg 6 

( E.14.2 ) 6 ( E 132 ) senq, > tg a tg 6 

se llega, igual que mediante ( E.13.1 ) a: 

Existe reloj cuando se verif,guen las condiciones ( E 13.1) y ( E.14 ) 6 C E.14.1 ) 

Ecuación del Tiempo. Cálculo de la Lemniscata. 

El tiempo medio t.nic es distinto del tiempo solar verdadero 1íc debido a que los 
principios básicos de la Gnomónica no se atienen a las leyes de Kepler y su diferencia en cada 
instante, se conoce como la Ecuación del Tiempo. 

Estos valores se hallan publicados en cualquier tratado de Astronomía o Gnomónica. y 
su representación gráfica se indica en la Fig.(E-8) que es la suma de dos sinusoides: la 

denominada Ecuación de Centro y la Ecuación de la Inclinación de la Eclíptica. El ªAngulo 
Horario Solar Verdadero" en función del Tiempo Medio, Írr« en horas, "Ec.Tpª en minutos y 'Phk 
grados.quedaría 

( E.15,1 ) 'PI,= 15 ( t.nic- "Ec.Tp") + C1>11k +90° = 45 fn.+ 'Phk +90°-•Ec.Tp•t 4 

En un reloj solar, si se calcula con las Horas del Tiempo Medio, el punto P , cabeza del 
"Vector Horario" en lugar de describir a una hora determinada durante un año.,una recta del 
"Haz Horario," lo hace a través de una curva con forma de ocho llamada "Lemniscata"F19.(E-n. 

17 



Su ecuación vectorial, queda definida por el ''V.H" con el ángulo horario 

( E.15.2) CJ)ml( = 15 {ti,_+ "Ec.Tp") + %k +90 = 151í.: + 'Phk + Ec.Tp"/ 4 

~ Sol SOL~ 

\ 

" 
Fig ( E-1) z • 

Fig. ( E-2) 

.,...r.i:::---.-.,~~---,- Yo 
;I 

, X , ,, 
p 

SOL">K--
SOL* 

\ z .. z. 

\ 
Fig. ( E-3) ~\ 

\~> 
Fig. ( E-4) \ 

Por--:----------
aas de Ins0Lac10n 

/. ,, 
/ 

/ 

X.o Hai Horario 
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Fig.(E-5) 

")rdenada YHa Unea del Horizonte . Triedro (A) 

Fig:(E-7) 

Zbl \ 
' 

Línea-de Insolación 

Lemniscata sobre la línea horaria ~ 

Fig. (E-6) 

Línea del Horizonte 

Línea del Horizonte sobre el Triedro (B) 

Fig. (E-8) 

Ene. Ft:b. Mar. 1 ,\br, M1 o Jun ul. A•o. s, 1. ci. 1 Nov. Die, 
ttlin. 1 1 17 1 lb 1 .11 15 14 9 -..-. 1J 1R "I 7 11 ,, 

♦ jf, 1 1 

Gráfico 1 . Ecuación del Tiempo 
"" 2. Ecuación del Centro 
"" 3. Ecuación inclinación Elíptica_. 

Línea de la Ecuación del Tiempo 
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CAPITULOV 

F) CODECUNAaON E INCUNAaON DE UN PI.ANO 

( Mediante un reloj de sol, en oposición a otros métodosj 

Dado un Plano (A) del que se desconocen su codeclinación (y) e inclinación ( i ),ambas 
se pueden calcular al hacer coincidir la sombra de un Estilo normal al plano base, es decir, el 
"Vector Horario", con una dirección previamente elegida, en un dfa y hora dados. 

Se seguirán dos procedimientos: el primero tomando el Angulo de la Hora con valores de 
IJo= 90 º, O O 6 180 ° según el parámetro que se calcule. Tiene la ventaja de su' simplicidad, pero el 
inconveniente de disponer un solo momento al dfa en el caso de la codeclinación y uno 6 dos en 
el de la inclinación; el segundo, mediante un proceso de cálculo mas complejo, puede aplicarse en 
cualquier momento . 

A-1 ) Cálculo de la CodecJinación ( Procedimiento 1 °) 

En el Triedro ( A ), se toma como Estilo el normal al plano base ( A ), que se encuentra 
sobre un plano auxiliar normal a este último, con traza el eje Ya H, ( que se puede definir como un 
cateto de carlabón girando sobre el otro que se halla sobre el eje XaH ), y cuya intersección con el 
(A) define el "Vector Horario" IFig ( F-1). Su ecuación es: 

( F. 1.1) { Po-H )a= k.Pz 

Se anota la hora oficial fo cuando el "Vector Horario" ,es decir la aguja del reloj, coincida con 
el eje Ya H ( con JJo =90 ° ó { P-H )ax 1 = O). siendo: 

( F.3.1 ) ( P-H )ax 'C = Asen<Po + B cos <t>o+ H tg a = nsen <t>o -meas <¡>0 +htg a =O 

donde n=-sena cosy ;; m= sen y h =-cosa cos y 

y cuyo Angulo Horario está dado por 

{F.2.1) ó (E15.1) <t>o =15fo+'Phk +90°- EcTp/4-15N 

Con estos datos despejando tgy ene. 'Vector Horario" se llega a : 

sen «senCJ>o + cosa tg 6 
(F.4.1) tgy=------­

cos CJ)o 

Cfo y Co son f y e con i=90º) 

=~-------
cosq,J 

Consecuencia inmediata: la codecfinación de un plano es independiente de su inclinaclón. 
Por tanto la codeclinación de una recta se halla_ como si fuera la traza de un plano horizontal, 
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tomando el tiempo oficial t., en el momento en que el "V.H" sea normal a la citada recta. y con el 
estilo situado sobre el plano vertical y traza el eje Y 3 H.. Fig ( F-2 ) 

Al mismo resultado se llega, considerando el valor de Jlo y el correspondiente (f)o cuando 
el "V.H" es horizontal,, es decir: 

-bsen <Po +acos (J)o + j tg ó 

( E.11.2) tg Jlo =------- oo 
nsen CA> - mcos % + htg ó 

A-2 ) Cálculo de la Inclinación ( Procedimiento 1° > 

Siguiendo un razonamiento similar aJ caso anterior, el plano auxiliar en este caso, se define el 
como el formado por un cartabón que gira sobre el otro, situado sobre el eje Ya H. Fig ( F-3), siendo 
su ecuación 

Se anota la hora oficial fo cuando el "Vector Horario" ,es decir la aguja del reloj, coincida con 
el eje Xa H ( con Jlo =O O 6 (l5=Rla x Ja = O), teniendo como resultado : 

( F.3.2) ( P-H)ax ia =-bsen % +acos CPo +jtg ó = O 

, Multiplicando numerador y denominador por cos y y teniendo en cuenta las ya citadas 
relaciones entre los "c.t.p" citadas en el Cap. l. la inclinación viene dada por: 

h sen q,0-n tg ó 
( F.4.2} tg i =---------­

m n sen <1>o+(1-m2) cos <Po +mh tg o 

Ejemplo: 

donde al ser función de y es necesario. 
conocerla ( por ejem. con la fórmula 
( F.5.1 )). 

Hallar la codeclinación e inclinación de un plano situado en un punto geográfico H de 
latitud 40 ° 29, N y longitud -3 ° 52, el dia 1-11-1998 Fig.( F-4) 

DATOS: 
Latitud N a. = 40 ° 29 , = 40,483, (sena. = 0,6467 ; cosa. = 0,7628 ) 
Declinación Solar o= -17,o74 °; tg 6 = -0,3071 
Ecuación del Tiempo E.T. = 13,rn:35 s = 13,583 m E.T / 4 = 3,396 °. 
Diferencia de longitudes 'PtiQ = -3 ° 52 '= -3,87 ° 
Estlo normal al Plano Base 

1 °} Cálculo de la codeclinación ( y ) 

Hora oficial del "Vector Horario" sobre el eje Ya H to = 12 H 11m 10 s = 12,186 H 

Angulo Horario 

( F.2.1.1 ) q,0 = 15 to+ <i>hk + 90 °- ET./ 4 -15 ° = 250,524 ° ;; (sen <?11 =-0,9428 ;cos <ph =-0,3334) 

sen a. sen q>0 + cos a. tg o 
(F.4.1.1) tgy=- --------=-2,53; esdecir y=111,55° 

COSCJ>o 
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2° ) Cálculo de la inclinación ( i ) 

Hora oficial del "V.H" sobre el eje paralelo al Xa H, ~ = 18 H20 m 30 s = 18,341 H 

Angulo Horario 

( F.2.2.2) <Po = 15 fo+ <Phk + 90 °- E.T./ 4 -15 º= 342,8495 ° 

Valores de los "c.t.p" con a = 40 ° 29 ' ; y =111,55 ° : m = 0,9301 ; n =0,2385 ; h =0,2794. 

h sen cp0-n tg 6 
(F.4.2.1) tgi= ------------ = 0,5644 e i = 29,44 ° 

m n sen 'Pti+(1-rrr-; cos 'Po +mh tg 6 

A-3.1 ) Cálculo de la Codeclinación de una recta o un plano. ( Procedimiento 2°) 

Se elige el Triedro ( 3 ) ( por lo tanto los ángulos i = y =9 Oº. y los "c.t.p" a= o; 
b =-sen a.= -fo; m = 1 ; n =O; h =O; j = cos a.= -c0 siendo el ángulo horario <f>o y el Estilo, 
ambos similares a los casos ya estudiados. En el instante to en el que el "Vector Horario" coincida 
con una recta auxiliar OH Fig. ( F -5 ), dicha recta corresponde al "V. H"de un reloj horizontal, que 
forma el ángulo 1-.to con la dirección Este-Oeste y cuya ecuación es: 

-bsen <ro +acos ({>o + jtg o fo5en <p0 - Co tgó 
(F.5.1) tg1-.to=-------- --------

nsen 1Pa - mcos <p0 + htg6 COSQ)o 

Esta fórmula es idénticas a la ( F.4.1 ) cambiando y por !-lo-, al coincidir ambos ángulos 
sobre el Plano Base Z3 = O ,con el "Angulo Horario" correspondiente: e Igual a las F( 2.1 ) y 
F( 2.2 ) y con distinto to De aqui se deduce: 

-1°) La dirección Norte 6 de la "Linea Meridiana", se halla a partir de la recta QH 
sumándole el ángulo - ( ~ +90 ° ) 

-2°) La codeclínación de una recta cualquiera RH ó la traza de un plano, que forme el 
ángulo v con la OH toma la expresión; y= Po+ v + 90 °. Fig. ( F-.5 ). 

A-3.2 ) Cálculo de la Codeclinación en un plano vertical 

Si el Plano Base fuese vertical, se verifica que í = O y en este caso se elegirá el Triedro 
(A.). Como la codeclinación de una pared vertical no es correcta por construcción, se debe realizar 
el proceso de medición, sobre una lámina que posteriormente se sustituirá por la del reloj. El Estilo 
para verificar este proceso es similar, al de los casos anteriores y para la toma de datos, el cateto de 
un cartabón en condiciones similares a los casos.anteriores y traza sobre el eje YaH, en el instante 
to .con el <Po. correspondiente. Fig. ( F- 6) 

B ángulo de la hora !-lo viene dado por :: 

-bsen 'Po +acos 'Po +j tg 6 
(F.5.2) tg1-1o=------- = 

nsen q>o -mcos q>o +h tg ó -f0 cos y sen jº -sen y cos cp0 +Cocos y tg ó 

Resolviendo la ecuación en sen y y cos y , se tiene: 
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con 
A1=fgfJoCOS<J)o 
B1 = tg Jlo ( fo sen <po -Co tg o) 
e 1 = ea sen (!>o +fo tg 6 

-81 C, + A., ( A2., + Ef.,-(,!1) 14 

(F.6.2) A,seni+B,cosi +C1 =0 6 cosi=----------

Discusión 

-1°} Si JJo = Oº; ( F.6.1.1) C1 =O; y en consecuencia sencp0 = tg a tg 6 ; Esta 
fórmula se estudiará mas adelante ( Hora del Orto y Ocaso ) 

fc,Sen q>0 - Co tg 6 
-2°} Sí JJo = 90 ° ( F.6.1 .2) tg y = -A/8 =-----­

cos (!>o 

A-4 ) Cálculo de la Inclinación de un plano 

Conocida.la codeclinación "y" por cualquiera de los métodos anteriores, la Inclinación se 
deduce al despejar en la ecuación ( F.5 ) el parámetro " i " siguiendo el mismo sistema aplicado 
en los casos anteriores para la toma de datos .Fig. ( F-7 ).El ángulo JJo está dado por: 

-b sen 'Al + a cos 'Al + j tg<> 
(F.5.) tgfJo=--------

Para facilitar el cálculo se desarrollan los "c .. t.p 
en función de seni, cosi, f0 y Co y se tiene: 

n senci>o - t11CO&l>o +h tg o 

{F.6.2) .A.?seni+B2COSi +C2=0 ó cosi 

,4 = fo sen 'fSlJfl(l>o -ros 1CO&Po -Co seny tg 6 
82 = G,S8flfl)o + f0 tg 6 
e; =( fo cos r sen '9o + sen y cos '9o -ea cos y tg 6) tg JJa 

Discusión 

-1°} Si JJo =Oº tgi =-S¿/A.z queeslamismaquela(F.4.2.1)dividiendoelnumerador 
y denominador por cos y. 

Con i=0º; senci>o =tgatg6; 
Y si i = 90 ° se halla la formula de la declinación de la normal a la recta OH. inversa de la 

{F.4.1) 
cos (f)o 

(.F.62.1). ; tg 1 = 

{F.4.1) 

fo sen <9o-Co tg 6 

-2°} Si J-lo = 90 ° , y i = 9 o O el plano base es horizontal y C2 = o : se llega a la fórmula 

Con i = o O se llega al punto estudiado en A-3.2 

NOTA - liempo Solar Medio ~ = Tiempo Solar Verdadero + EcTp= t h+E.cTp 
- Tiempo Universal fu= t 9 + At,/15 ( At/15 ,huso horario en horas enteras) 
- Ttempo Oficial to =fu+ N ( N con valor 1en invierno 6 2 en verano) 
- Ttempo Solar Verdadero en el p.g. H, en función de la hora de Greenwich ~ 
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Fig.( F-1 ), 1 z, 

.• Y, 

X1 

EÍ pumo H se ha desdoblado en do1 para íaciiitar la c:ompnmion de la ñpa. 1 

Fig. ( F -3 } . 

x. .,,, 
El pumo H se ha desdoblado en dos para facilitar la comprensión de la ñgura. 

Fig.( F -5) 
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Fig. ( F-2 ) 

x/ 
3 

"· ,, 

Fig. ( F-4) 

El puma H se ha desdoblado III dos para facilitar la campmisión de la &gura. 

Fig. ( F- 6 ) Z3 



Fig. ( F- 7) 

25 



CAPITULO VI 

G) RELOJ BIFILAR 

Este reloj queda definido por la intersección del Rayo Solar -i1 que se apoya en las rectas 
normales entre si O {Yb = O , 2t, = No ) y R (Xt, = O , 2t, = M0 ) y corta al Plano Base ( B ) en el 
punto P cabeza del ''Vector Horario"; dicha ecuación se calcula del modo siguiente: La base del 
"Rayo Solar viene dada por : Fig (G-1) 

( G.1) -rt;" = ¡ r Lit, + 1: r Vb +~ r Wb Por apoyarse en la recta R cumple las dos condiciones 

siguientes: 

-1°). Si para r = r1 la base del "Rayo Solar" tiene la componente l<t, igual a Mo se verifica: 

( G.2.1) -\, r, x kt, =- Mo = r1 Wb; de donde se deduce el valor de r1 : ( G.2.1.1) r1 = Mo/-Wb 
con tp = 'PI según ( G.2.1.2) 

-~) Sí la componente ><t, de dicho rayo es nula 

Recíprocamente si se apoya en Q. 

-1°) para el valor de r = r2 

( G2.2.1) r2 = No/- wb y ( G2.2.2} Lit, = o ; con q> = ~ 

En consecuencia, la base del "Rayo Solar" queda definida por la ecuación vectorial: 

( G.3) =i; r = it, Mo Ut,/-Wb + 1 No Vb/ -Wb + ~ F( q, ). y su intersección con al Plano Base 4 = O 
define el ''Vector Horario" ele I reloj: 

(G.4) (P-H)b = ii, MoUb/-Wb + i,No Vb/-Wb 

Desarrollando esta ecuación, ( Caftulo 11 ),se tiene finalmente el ''Vector Horario" en el 
Triedro ( B): 

/\,sencp + Bi,cos q, +Hb tg 6 Mbsen q, +Nb cos Q) + Jb tg 6 
( G.4.1} (P-H)b =tMo---------+ 1No---------

csen cp +deos cp + f tg 6 csen cp + dos cp + f tg6 

y cuyos, "Coeficientes del Vector Horario" son respectivamente, en los Triedros ( B) y (A) : 
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Triedro ( 8) 

/\, = -b sen+.+n cos+ 
13¡,=asen♦ -mcos♦ 

Triedro (A) 

Aa = n 

{ E. 6.0) Mb =-n sen+ - b COS¡p 
Nb = m sencj) +a coScj, 
Hb= jsen♦ + hcoscj> 
Jb = -h sen+ + j cos+ 

( E:6. 8) 
Ba=-m 
Ma=-b 
Na=a 
Ha= h 
Ja = j 

que coinciden con los del Reloi con Estilo.Normal al Plano Base multiplicando cada una 
de sus componentes por el escalar que define la altura de cada hilo. Si M0 = N0 = 1 se está en el 
caso del reloj antes citado. Como consecuencia, el desarrollo del "V.H" viene influenciado por los 
díchos escalares. tal y como se estudia a continuación. 

-1 °) "Cónicas de insolación diurnas" 

En este caso, el valor de las incógnitas X e Y , en las fórmulas algébricas, vienen 
expresadas por X/ M0 y Y/ N0 . que, desarrolladas, sus coeficientes quedan multiplicados por: : 

El coeficiente de X 2 •••••••••• N02 B coef. de XY ......... M0N0 El coet.de Vl ............ M02 

(G.5) .. .. " " X N2t.• ......... O IVlo " Y ......... Mc2No independ ... ...... M0 2No 2 

Por ejemplo, en el Triedro (A) , la ecuación dada en la fórmula ( E.7.1.1 ) pasa a ser en el 
reloj Bifilar la : 

( G.6) Nc2 ( h2-sen2 3) x2 + M/ ( f-sen2 6) y'+2M0N0hj x y + 2N/M0hf x + 2Mo2N0 jf y + 
+M02N2( f-sen2 S) =0 

-2°) "Haz Horario" 

Siguiendo el mismo proceso que en el caso anterior, el Haz Horario es el correspondiente al 
{ E 1 o ) multiplicar los coeficientes de las variables X e Y por los factores siguientes, 

( G.7 ) El coefdente de X .......... N0 El coef. de Y ...... M0• El coef. índepend .......... M0N0 

donde finalmente el "Haz Horaño" del reloj Bifilar queda expresado en los Triedros ( B) y 
( A ) respectivamente por: 

No f At,-Jb T ½ 
(G.8.1) Yb X¡, + No 

Mo ~-HbT fSo-HbT 

No mtg(J)+n -dtgq, + e 
.( G. 8.2) Ya= Xa + No 

Mo atgcp + b atgq,+b 

recordando que los Coeficientes de estas ecuaciones, se indican en las fórmulas ( E.10.0) 
del Gapt. IV son: 

( E.10.0.3) T = e sen <P + d cos <p ;; ( E10.0.4) Ct,= ( A, Jb -Mb Hb) sen <p + ( Bt, Jb -Nb Hb) COS((l=1 
· [ =-dsenq> ~ccos<p 
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( E.10.0.5) Ra = -b sen cp +a cos q> 

( E.10.0.7) Ca =--d sen<¡>+ ecos <p 

( E.10.0.6) Sa = n sen cp - meas <p 

Discusión. en los Triedros (B) y (A) 

-1 ° ) Si Hº = -b = O o h = í = e = d =O : según ( 8.5 ) y f = 1. 
caso del " ReJoj Ecuatorial." 

Triedro { B) Triedro (A) 

N0 Rb 
(G.8.1.1) Yb= - - Xi:, 

N0 -b tg <p + a 
(G.8.1.2) Ya=- --- Xi:. 

Mo Si, M0 ntg<p -m, 

-2°) Si f = O " Reloj Polar " 

No Jb Ct. . No j No 
(G.8.2.1) Yb =- Xt, -No__. = ( G.8.2.2) Ya =-- Xa ~ 

Mo ~ H0 T M0 h htg(<p+(J)H) 

1 No 1 
= ---~--, -

Mo tg ( cj, + cfitt) Hb tg ( <p + <i>H) 

con tg 'Ptt=d /e y tg ♦H =- h / j 

-3°} Si Ht> = f = O resulta ( tg ~ = -h / i según ( E.6) " Reloj Polar "en el Triedro ( Bg._1 
Si h = f = o "Reloj Polar "con el "Haz Horario" paralelo al eje Y;}H en el Triedro ( A) 

Ct, ·Mo 
{ G. 8.3.1) Xi, = M0- = ( G.8.3.2) Xa = ----

T tg ( q> + q,¡.J 

-4º) El polo H0 del "Haz Horario", se halla resolviendo las ecuaciones resultantes de igualar a cero, 
los coeficientes de senq, y cos q, en (G.8.1), es decir 

( G.9) Xo=M0 (j sen <t> + h cos <t>) /f y Yo =N0 (-hsen <P +jcos <t>) /f Yen el Triedro Bo 

( G.9.1) Xo = O y Yo=- N0( 1-f) 112 /f 

( Las Horas Babilónicas, Itálicas y Sidéreas en este tipo de reloj, se estudian en el Capítulo X. ) 
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Fig. { G- 1 ) 

Q ----

' I 

---------· ... ..._ ~----------·----- -----------------·-·---- R ---------------- --
, I -­

' I 
', I 

' I ', I 

',' 
', 

---

Fig_ ( G-2) 

Ya 
: Plano Horizontal en el punto geo ráfico H 
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CapítuloVH 

H} CALCULO DE LA ALTURA SOLAR Y DEL AZIMUT 

Tomando como base el Triedro ( 3 ). se definen como "Altura Solar" 6 y "Azimut", 13 
respectivamente, el ángulo entre el plano horizontal y el Rayo Solar y el medido sobre dicho plano, 
con origen el eje HY3 (sentido Sur ) y la componente horizontal del citado rayo. 

El "Rayo Solar "en este triedro y en función de las nuevas variables ,es el : 

( H.1 ) -í1 = ia Ua + .is Va + ka Wa 

cuyos coefJCientes, segl'.in se deduce, de la Fig.( H-1 ), tienen los valores dados por ( H.2 ), y los 
anteriores, cp y ó están dados por ( H.3 ). Frg. ( H - 2) 

(H.2) 
~ = cos 8sen 13 
V3 = cose cos p 
W3 = -sene 

(H .3) 
~ = -cos ócoscp 
V2 = cos 6 sen q> 

W2 = -sen 6 

=U3 con a=9ff 
= V3 ti H 11 

= Wa 

Comparando estos dos grupos de coeficientes, se llega a la siguiente conclusión .Ambos 
definen el "Rayo Solar" con distintas variables, donde son equivalentes respectivamente 6 con 6 y 
q, con B + 9ff y ello se verifica .si el Triedro ( 3) se confunde con el Triedro ( 2) es decir, si 
a = 90 ° Fig. ( H -2) y ( H -3) 

En el Triedro ( A ) el "Rayo Solar " -i1 pasando por la cabeza de un Estilo PO incide en el 
Plano Base ( Z-a = O ) en el punto P y genera el "Vector .A.A" 6 "Vector Altura Acimut" ( P - H ) ª 
que es similar al "Vector Horario", y cuyo cálculo se ha realizado en el capitulo W. Este difiere del 
anterior en.: 

-1 °} que define el mismo punto P del "Vector Horario" ,con distintas variables 
-2°} que en los "c.tp" el valor de a = 90 ° .( Consecuentemente el "c.t.p" h= O) 
-3°} que es independiente del día del año. 

. -4°} la "Altura Solar" 8 viene expresada en una escala lineal graduada, y en oposición a 
6 varia durante el cria entre O O < 6 < 90 ° -a + 23 ·o 27 ·· según la latitud del punto geográfico H, 
base del reloj, con un máximo 90 ° 

En consecuencia, se repite en este capitulo lo dicho en el ya citado N, al que se hará 
referencia, bajo las condiciones ya indicadas 

Por tanto y evitando reiterar su cálculo, el "Vector A.A" tiene como ecuación: 

( E.5.) Aa sen q, + Ba cos q, + Ha tg 0 _ Ma sen q, + Na COS(() Ja tg _e 
Ó (P-H )a= Ía ---------- + Ía ----------

{ H.4 ) e sen q, + d cos q, + f tg 8 e sen q, + d cos q, + f tg 8 

y según el Estilo, los valores de sus "coeficientes" están dados en el Gapltulo rv, siendo las 
propiedades de este vector, similares al estudiado "Vector Horario", 
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-1") líneas de Altura 

Equivalentes a las "Lineas de Insolación .. , forman el haz lugar geométrico del punto Pal variar 
fi, y por tanto, función de 8 , los "c.t.p" y las variables X e Y y cuya ecuación algébrica es , con un 
Estilo cualquiera, 

{ E.7.1) ó ( H.7) ( 111Xa-aya-mPJCa+aPya-dPza}2tg28+ ( nx8-by8-nPJCa+bPya+C Pza}2tg28 = ( Wa -jPya+fPza)2 

El tipo de cónica está expresado por la fórmula; 
Elipse 

( E.8.1) 6 ( H.8) cos2 8 S f Parábola 

Hipérbola 
-1 ") "Linea de "Altura" con Estrb Normal al "Plano Base" ( P Jea= P )'11.= O ; P ª = 1 ) 

( E.7.1.2) 6 ( H.7.1) serf8x,/- (f-sen28)ya 2 -2jfy-f+sen20=O: 

-2°) "Lineas de Altura con Esblo Paralelo al Eje T. ~ 

( E.7.1.1 ó ( H. 7 2) sen28 x1/- (f-sen28) Ya 2 -2j cos2 8 y-cos28 = o 

Si el Estilo es -k 2 el "c.tp" f < O , cambia de signo el "c.t.p" j según ( E.6. 7) 

Discusión 

-1.1) Si f = 1 como h = o resulta que j =O= cos i ; i = 90°; Reloj Horizontal 

(H.7.2.1) ó (H.7.1.1) x2+y2=1/tg 2 8 

Consecuencia del artificio de que se verifique que a = 90 ° la paralela al Eje Terrestre 
·seria la normal al plano horizontal · del punto geográfico H. 

-1.2 ) Si f = o, como consecuencia j = 1 = cos i ; i = o O ; Relojes Verticales y en este 
caso Polares. B Estilo se erige el Normal al Plano Base,. como en el Capítulo IV. Ejmp en e.l Triedro ( Bo) 

( E.7.1.5) 6 ( H.7.3) tg28 >et, it yb2+tg2a=O y ya que cos2 8 > o las "Lineas son Hipérbolas 

-2") Haz Azimutal 

Similar al "Haz Horario", toma la expresión siguiente al eliminar 8 en el "Vector A.K 

f R.-J.T c. 
(E.10) 6 (H.9) Ya=-- Xa +--- y los valores de estas expresiones son 

f Sª- Ha T f S.- HaT 

( H.9.0.1) Ra = -Na sen 13 + Mª cos J3 ;; { H.9.0.3) T = - d ses 13 +ecos p 
{ H.9.0.2) S4 = -Basen f3 + As. COS f3 ;; ( H.9.0.4) Ca = - ( BaJa - NaHa) sen 13+( Aa_J-Ma Ha) COS f3 

Si el Estilo es paralelo al Eje T. y f > O ( E 6.6) 6 ( E. 6.7) As_ = a, etc.; y Ca= O 
SielEstJloesparalefo al Eje T.y f<O ( E6.6) 6 ( E.6.7) A.=-a, etc.; y Ca=O 
Si el Estilo es normal al plano ( E.6.8 ) A = n etc. ; y Cª ,,;. -e ses P .:.d cos P 

Haz Acimutal con el Estilo normal al Plano: 

(E.10.1} ó (H.9.1) (ntgp-m)xa -{btgl3-a)ya+ctg'3+d=O y suPoloHo: 
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(H.9.1.1) ><c, =h/f= O y0 =j/f=(1-f2)112/f = 1/tgi 

Discusión 

- 2.1 ) Si f = 1 , H.= J. = O Estilo paralelo al Eje Terrestre. Y el polo del Haz H¡, es H 

Como en el punto 1.1 ), j =O = cos i ; i = 90 ° Reloj Horizontal 

(E.10.2.) ó (H.92) Ya=F\.!Sa x.=-tg(ji+y) X. 

- 22.) Si f = O e.aso del Reloj Polar y Verticales. Con Estilo normaJ al Plano 

( E.10.3. } 6 ( H.9.3} ( Haz paralelo al eje Y. H } 

-2.3) Si H. = J. = O 8 estilo es Paralelo al Eje T. y el Polo del Haz, es H. Se lega a : 

( E.10.4) 6 ( H.9.4) Ya = R./ Sa x = -tg ( f3 + y) X./ sen i ; Si i = 90° ( H.9.2 ) Reloi Horizontal 

Se omite, salvo casos como los de los ejemplos anteriores, el expresar las fórmulas 
gomónicas en función de fas variables •¡ " y "y. 

CONCLUSIÓN 

Mediante el artifici> de considerar que a= 90 º, sin tener en cuerna la latitud real del punto 
geográfico H donde se encuentra el plano base, y situarlo en el Polo, tanto la "Altura Solar" como el 
"Azimur con y= et son función de la inclinación i y de la codeclinación a .Como consecuencia, 
por ejpl., el Estilo Paraltllo al Eje Terrestre pasa a ser el Normal al Plano Horizontal de cualquier punto 
geográfico H 

•- Para mejor comprensión de las figuras, se supone que el Polo Ho del Haz Azimutal coincide 
con el origen H de-los Triedros 

Fig. ( H-1) 

p . 
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Xo 

x,·. 
Fig. (H-3) 

Xo 
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CAPITULO VIII 

J) Horario de Iluminación 

A continuación se calcula el tiempo de iluminación de un plano dado. Siendo según los 
capítuk>s anteriores, ( S-H ) ª = =¡; el "Rayo Solar", ka = ( A- H )a el versar del plano ( A ) y ro el 
ángulo entre ambos. Para que haya iluminación en el desarrollo de 'Vector Horario",se han de cumplir 
las dos siguientes condiciones: Fig. ( J-1 ) 

-1°) Que el Sol se encuentre sobre el plano del horizonte, del punto geográflCO H, es decir 
que la componente ks del versor ( S -H ) sea negativa (Insolación del horizonte } 

( J .1 ) W3 < O ( valores de í = y = 9Cf en los "c.tp") ó sea: ( J.1.1 ) ~JP--.?.~t9.§ 

que es la misma fórmula que la ( E.14.1 ) del Capítulo IV. El Orto y el Ocaso en este plano, se 
corresponden con los ángulos dados por: 

( J.1.2) Senlf>¡¡mu = tg ~ fg Ó 

-2°} Que el Sol ílumíne el plano ( A )H y de modo similar al caso anterior, que la componente 
~ de cs=ma sea negativa, para lo cual: 

( J .2) Wa = (S+i)a X ka = cos m = - (csen <p + deos cp + ftg o) coso < O ó 

(J.2.1.) m > 90° 

Como oonsecuencia, el Orto y el Ocaso en dicho plano, se presentan para o> = 90 ° con las 
soluciones tp" y cp,,, 

( J.2.2) (csen <Pan"' +deos q>""--, '" +ftg o} = O que desarrollada en función de la tg, se llega a 

-cd ±ftgó{(1-f'Jcos 26)) 1'2 

(J.2.2.1) tgq,, .... ,.= ~---------
¿_ f tifo 

Aplícando las condiciones de iluminación, en un punto geográfico H de latitud ~ se 
verifica que: 

-1º) Si el Orto en el. plano horizontal, es anterior al del plano ( A )H , la iluminación se efectúa 
entre el Orto del ( A )H y el Ocaso del horizontal 

-2') Si el Orto del plano ( A )Hes anterior al del horizontal, la iluminación se efectúa entre el 
Orto del horizontal y el Ocaso del . ( A )H 

lndependienremenle de las condiciones antes citadas, el tiempo de iluminación\ seria el 
mismo en planos paralelos, (Vease Capítulo XI ) Fig. (J-2 ), y en el caso particular del plano 
horizontal ( AJ en el punto geográfico K • quedaría expresado por 

( J.3.1) t = t_,-t_ = ( q,.,- q,..} / 15 horas, 

34 



NOTA Partiendo de ( J.1.2} ~m = tg aii tg 6 Orto y Ocaso en el Triedro ( 3 ),se 
verifica en los valores del "Anguk> Horario" que: 

-1°) Si sen q, > O 4Pu ( Orto ) > q, 0 ( Ocaso) Fig. ( J-3) 
-2°): Si sen cp < O 4Pu (Orto) < cpm( Ocaso) Fig. ( J- 4) 

Tenpo gue tarda el disco solar en atravesar un plano determinado 

B Sol no es un elemento puntual, por k> cual, en su movimiento aparente, su disco tarda un 
tiempo fo en atravesar un plano cualquiera ( A ) 6 su centro ( C ) en recorrer una distancia en la 
di"ección normal al plano, igual al diámetro solar, cualquiera que sea su trayectoria .Ese tiempo 
queda expresado por fo ·== ~ -ti donde estos últimos son respectivamente los correspondientes a las 
posiciones ( 1 ) y ( 2) dOnde el disco es tangente a ( A) . Fig. ( J. 5} 

B cálculo de ~ y t, es el siguiente: partiendo de los siguientes 

-10) B plano (A) eslá dado en el Triedro ( A ) por Z. = O 
-2 °) B tiempo fo buscado es el mismo en planos paralelos; para facilar el cálculo se toma el 

hoñzontal ( /\ } en el p. g. K ,y por tanto : fh = fk = sen ~ y <; = -cos ~ siendo en este caso : 

Wa = -Cit sen q, cos 6- fh sen 6 = cos~ sen q, cos 6- sen ~n 6 

-3°} Distancia media Sol - Tierra :d O = 149,5 x 10 6 Km ; Diámetro Solar D= 1,4 x 10 6 Km 
-4°} Posición ( 1 ).Momento en el cual, el centro Solar ( e ) se encuentra a la distancia D /2 
del plano (A) Fig. ( J - 5 ), de donde 

(J.5.1) Wa, == 0/2do 

-5°} Posición ( 2) Con razonamiento similar al punto anterior se tiene: 

(J.5.2) Wa2 =-0/2do 

-60) Desarrollando las fórmulas anteriores se llega a : 

( J.5.3) sen Cl)1 =[ Q + fh lg 6]. 1 

l2di,cos6 c1- fJ !IS: 

D 
= ---- +tg~tg6 

2docoSOCOS<Xit 

- D 
+tg~tg6 

2 do cos6 ~ 

Resolviendo estas ecuaciones en cp1 y 'P2 el tiempo buscado es 

( J.42) fo = ( Cll2 -... ) / 15 

Tiempo gue la sombra del disco· solar corre§PQndiente a un relQj dado. se hala sobre un 
punto P de su "Vector Horario" 
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-1° l Sea ( A ) el plano en H donde se halla el punto P definido por el 1'Vector Horario" en el 
instante t¡, correspondiente al "Angulo Horario " <Pti ; se escoge por comodidad ,el Estilo normal al 
plano. 

-2') Como en el caso anterior, en el plano ( A), paralelo al ya cilado, y horizontal en el. 
p.geográfico. K , el tiempo to buscado es el mismo así como el " Vector Horario" pero con .distintos 
"c.tp" siendo su "Angulo Horario": 

{ J.6) ó ( F.2.1) 'Pk = 151ii +~ + 90° -Ec Tp/ 4 -15 N si to es la hora oficial y Ali= o 

-3°} En el (A) se halla el ángulo entre "Vector Horario" y el eje Xa K . Fig ( J - 6 ). 

fosen'Pk-Co tg6 
( J.7) ó ( F.5.1 ) tg J.1k = - ------ donde f0 = sen <Xt = fh y Co =- cos <Xt 

COS q>ic 

-4") B versor del plano ( A,), formado por el Estilo normal y su "Vector Horario" tiene 
comovalor 

que en el Triedro ( 2) según las fórmulas ( B.4. 2) toma la expresión:: 

( J.8.1) ( ~- K) 2 =-T2 sen J.1k+J2 f0 cos J.lk + k 2 Cocos J.lk 

-5°) B plano ( A¿ ), paralelo al anterior y horizontal en el punto K3 es el que debe atravesar el 
disco . solar, caso estudiado en el punto anterior con el valor de f2 = Co cos µ 
y por tanto ,aplicando las fórmulas estudiadas anteriormente ( J .5.3 ) ( J.5.4) se llega a : 

o 1 
( J.5.5) sen 'P1 = ---+ Cocos J.lk tg 8 

2 do cos 6 · ( 1- el cos2 J.lk )112 

-D 1 
( J.5.6) sen~ = ---+Cocos J.lk tg a 

2 do cos 8 ( 1- Co2 co~ pJ1 12 

siendo el tiempo buscado : ( J.4. 3 ) fo = ( 'P2 -<P-1 ) / 15 ( tiempo en horas ) 

Discusión 

-1 °} Si fh =fk = 1 ; <Xt = 90 ° y Co = cos <Xi< =O ; El plano { A) es paralelo al ecuatorial 
y las fórmulas anteriores pasan a ser: 

o 
( J.5.5.1) sen q,1 = ---=e• 

2docoso 

El tiempo fo es e• para cualquier punto P. y función de 6 

-D 
J.5.6.1.) ~ = --- = C-

2 do COS <> 

-2°) Supuesto que fh =f11 = o ; <Xt = o O y Co = 1 se está en el caso del Reloj Polar 

36 



Si además 1-ik = o, los valores de las fórmulas de senos no serian válidas. Motivo: el plano 
( ~ ) seria paralelo al Ecuador y el disco solar ,que se mueve en la Esfera Celeste sobre un paralelo, 
no lo cortaría. 

Ejemplos 

-1 º) Tiempo que tarda el Sol en cruzar los planos horizontales en diversas latitudes con 
distintos valores de la declinación solar. 

a o = 23,44° o = oº 

0,00° 2m19s 2moas 
40,40° 3m 165 2m43s 
62,00° 9m34s 4m32s 
66,00° 26m14 9 5m14s 

-2°) Calcular el tiempo que la sombra del disco solar se encuentra sobre el punto P 
correspondiente a un reloj situado en el p. geográfico H ( 42 ° ) con valores de los ángulos de 
inclinación y codeclinación, respectivamente i =y= 80 ° el dfa 1° de septiembre a las 12 8 hora 
oficial. 

DATOS 

C=- 0,846283 ; d =0,0301537; f=0,5318798 ( según ( B.2) 
ó = 8,341º; tg 6 = 0,1466 ; cos 6 =0,9894 ( día 1° de Septiembre) 
Ec.Tp. = 7 s = 0.117m ( dia 1º de Septiembre) 
Ák = are tg ( d / e) = -2,041 ° 
'Pk = 15 to + Att + 90° - Ec Tp / 4 -30° = 237,93 ° (si to es la hora oficial y Att = O) 
sen cp k =- 0,8474; cos q, k = -0,5310 ; sen a¡.. =f = f0 ; cosa¡..= - Co = 0,8468 ( según ( F.4.1 ) 

tg µ., = -0,6151 ; J..lk = 148,405 ° ; cos J.lk =- 0,8518 (según ( F.5.1.) 

Aplicando las fórmulas de senos ( J.5.5) y ( J.5.6) se obtienen los valores de 

<p 2 =-8,37 °; <p 1 = -9,17 ° respectivamente, de donde se deduce el tiempo buscado: 

Fig(J-1) 
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Fig. ( J - 2) 

Fig. ( J _ 4 ) 

( sen q> a.ro< O) 

Pl S. 
! 

12h . ; cp F 270 o 
1 

Fig. ( J -·3 ) 

(senq,a;co > O) 

Orto 
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Fig. (J- 5) 
z. 

Fig. (J - 6) 

y\ 
a 

39 



CAPITULO IX 

K) RELAOÓN ENTRE LOS TRIEDROS ( 1 ) Y {A). lÍNEAS HORARIAS, BABILÓNICAS. 
ITÁLICAS Y SIDÉREAS 

la intersección de planos paralelos a los Y1 = o y X1 = O del Triedro ( 1 ) con el Triedro ( A ) 
generan en este último, planos C y D que dan lugar a los siguientes casos gnomónicos 

-1° } El haz de planos C, pasando por un Estílo paralelo al Eje Terrestre, corta a cualquier 
superficie S. ( X. Y, Z ) = o en puntos P que definen las Líneas Horarias en planos, ciíindros, 
conos, esfera etc. 

- 2 ° ) · El conjunto de planos D, tangente a un cono recto de eje paralelo al terrestre lv con 
vértice en la cabeza de un Estilo, corta, a cualquier superficie Sª ( x. y, z) = O en puntos P, que 
definen líneas Babilónicas 6 Itálicas; y si un O es además, paralelo a la Eclíptica,, según Líneas 
Horarias Sidéreas. 

Lineas Horarias Ftg. ( K 1 ) y ( K. 2 ) 

-1.1) Al proyectar la variable Y1 sucesivamente sobre los Triedros ( 2) , ( 3) y ( A), se 
llega en este último, a la expresión de los planos C, en función del ángulo horario q, , y los "c.t.p " 

(K.1) (msenq,+ncosq,)X.-(asenq, +bcosq,)Ya+(dsenq,- ccosq, )Z..=O 

-1.2) La superficie a estudiar, S. en paramétricas, tendrá su ecuación correspondiente 
en función de una 6 mas variables. Se estudian los siguientes casos: 

1.3.1 ) Lineas Horarias sobre un Plano 

la ecuación del plano base es ( K 2) Za= O 

Y la intersección ron los planos e es : 

mtgq,+n 
~ ; Haz Horario sobre un plano coincidente con la ( E. 10 .2 ). 

atgcp+b 

1.32) Lineas Horarias sobre un Cilindro. FIQ ( K- 3 ) 

La base del cilindro se halla sobre el plano Za = o y su ecuación : 

siendo m una función cualquiera .La z., intersección con el plano C está expresada por : 
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{K.5) Zp = ---.....--------------­
- (dsenq,- CCOS<p) 

donde el valor de Zp en f ( q, , co ) define , con la s ( K.4 ) los puntos P. 

1.3.3) Lineas Horarias sobre un Cono. Fjg ( K - 4 ) 

La definición del Cono se expresa por la altura L del vértice V y la ecuación en 
paramétricas de su base sobre el plano Za = o 

Vértice V ( O, O ,L) 

( K. 6) 

1 
Xa = Ft( m) 

Ya= F2 ( co) 

{K7) 

Base 

Ecuación de un punto P ( Xp Yp) sobre una generatriz 

--= = 
2,,-L 

L 

2,,-L 

L 

que en paramétricas resulta ; 

L 

Su intersección con los planos C ( y despejando la variable Zp ) 

( msen <p +neos <p) F, ( ro) - (asen q, +bcos q,) F2 ( ro) 
(K.8) Z,, = L·------------------­

{ msen cp +neos cp) Fd m )- { asen <p +bcos c:p) F2 { m )-L { dsen <p- ecos c:p) 

que con las fónnulas ( K . 6 ) definen cada un de los punto P en f ( cp , co ) 

Para facilitar la construcción geométrica, sea la distancia desde P a la base del cono Zq 

(K.8.1) Zq =Zp/cosµ = ---- = ---------
(i +tifµ)112 (F12( co) +F/( ro)+L2)112 

Para simplificar la construcción del reloj, la proyección del punto P sobre el plano Za = O 
se halan sobre la recta cuya pendiente está dada por : 
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1. 3.4 ) Lineas Horarias sobre una Esfera Fig ( K - 5 ) 

La ecuación paramétrica de la Esfera es la siguiente 

Xa = Rsenwcoscn 
( K. 9) Y a= A sen 'V sen m 

Za= Reos w 

La intersección con los planos C da como resultado la expresión : 

( K .10) (( m tg q, +n) cos co - ( a tg q, +b) sen co + ( d tg q, - e})/ tg lfl = O 

ecuación que enlaza las tres variables que definen el punto P en f( q, , co, 'I' ) ; solución en ángulos 

A cada valor de 'V, = <JR por cada uno de ro, corresponde uno de cp ( Paralelos ) 
A cada valor de, 0> = C- por cada uno de w. corresponde uno de q> ( Meridianos ) 

Estilo 

Se parte de la base que el Estilo es paralelo al Eje Terrestre, y que en elT riedro ( A) según el 
Capflulo 111, viene dado fX)r las fórmulas : 

( D.1.1.1) 6 ( K 11.1) ( P-H). = :fª h-Jaj + ka f; si f >0 

( D.1.1.2) 6 ( K 11.2) ( P- H )a = i a h + j aj -~ f; si f < O 

6 los ángulos ( 0.2.1.} ó ( K . 12 ) tg q, ª = -h / J y ( O .3.1 ) 6 ( K .113 ) sen ,¡, = f 

Ejemplos 

- 10) Cilindro parabólico con base en el plano horizontal ( y = i 90 ° : Triedro ( 3 ) ) 

La base se halla sobre el plano 23 = O y su ecuación :en el Triedro { 3 ) es : 

(K4. 1) X3 = 2ptg2co Y3 = 2ptg m Z3 = O 

La Zp intersección con los planos e está. dada fX)r: 

-2p 
( K 5.1) Zp = - ( tg2 m tg cp + tg ro sen a.) 

cosa. 

siendo en este caso . a = O • b =-ses a. ; m = 1 ; n = O : d = O ; e = - ros a : 
Las Líneas Horarias se expresan fX)f ( K 4. 1 ) y ( K.5.1 ) 

- 2°} Cono con base elíptica en el plano horizontal ( y = i 90 ° : Triedro ( 3 ) ) 

La base se halla sobre el plano Zs = o y su ecuación :en el T ñedro ( 3 ) es :: 

( K.6. 1) Xa = seo ro Y3 = 2cosro le= O y L= 9 

La Zp intersección con los planos C está dada por: 
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sen ro tg <p + 2 sen a. cos ro 
{K.8.1) Zp =9 ---------

sen rotg <p +2sen acos ro-9cos a 

Siendo el valor de lq del punto P a la base del cono : 

81 ( sen ro tg q, + 2 sen a cos ro ) 
(K.8.1.1} Zp = --------------

( 3 cos2 ro+ 82} 112 (sen ro tg q, +2 sen a cosco -9 cosa) 

Las Lineas Horarias se hallan mediante ( K .6.1 ) y ( K.8.1.1 ) 

-30) Esfera . Estudiada sobre el plano base vertical no declinante i = O 0; y = 90 ° 

La ecuación de la esfera consta en ( K.9 ) y la intersección con los planos C resulta, 

( K.10.1) tg 'I' ( cosco tg q,- cos asen ro) =-sena 

siendo en este caso . a = o , b =cosa ; m = 1 ; n = o ; d = o ; e = -sen a 

Fig. ( K.1 ) 

Y,2 

TRIEDROS ( O), ( 1 ), ( 2 ) y ( 3 ) 
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z. -Z, 

Fig. ( K-2) 

v. 
Oeste Z3 = O : Plano Horizontal en el punto geográfico H 

Fig. (K-3) 

z, 

Y, 

x .. 
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Fig. ( K- 4) 

Fig. ( K- 5) z. 
Meridianos 

Paralelos 
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CAPf[ULOX 

l} ~ BABILÓNICAS. ITÁLICAS Y SIDÉREAS 

En el Triedro ( 1 ), ~ el vector de giro "Declinación Solar" (- ¡,6') por el de 
"Latitud Geográfica "del punto geográfico K. (- i,<Xt< '),se genera el plano X 1 = o . ahora el 0 1 que 
corta a la Esfera Terrestre, representada por el Triedro ( 2 ), mediante planos D2 según círculos 
máximos que tienen las siguientes características Fig. ( L -1 ) y Fig.( l - 2 ) 

-1°) Son círculos Horarios por estar situados en el Triedro (2 
-2') Se apoyan en los paralelos de latitud (90 9-aj, 
-~ ) Son paralelos a los horizontes de los puntos geográficos K, ( CXt< i..«_) comprendidos 

entre las latitudes OCf- s >«4< > -~ +e). 
-4") Su envolvente es un cono recto cuyo eje eS. el de la Tierra. con vértice en su centro y 

serniángulo ( «4< ) 
-5° } Planos O ( Xi + ~ =O ) del Triedro ( 1 ), paralelos a los anteriores y trasladados al 

Triedro (A), pasando por la cabeza de un Estilo dado y con distintos Ángulos Horarios. cortan a 
cualquier superficie s. { X. Y. Z ) = o .según líneas Horarias Babilónicas. Itálicas·, Sidéreas o 
Equinocciales. 

-fP) El estudio de estas lfneas correspondientes al punto K, se realiza en el H. de latitud a¡.¡ en 
función de sus "c.t.p" y de latitud «4< 

-1°) Si a« =CXtf las susodichas Líneas se refieren al plano situado en H 
-8°) Si {X¡( = 9(f - s se generan las Líneas Sidéreas, con Angulo Horario propio 
-fl' ) Si a« =O el cono envolvente de los planos ~ se convierten en una recta paralela al Eje 

Terrestre. Como consecuencia, genera un haz que corta a cualquier plano, según Lineas 
Equinocíales, con otros Angulas Horarios, al coincidir, por definición, el D1 con el Xo; = O, es decir, 
los planos D son normales al Ecuador y los D2 cortan a la Esfera Terrestre en Meridianos. Este caso 
es similar al del haz de planos C ( Capitulo IX ). generados por el Y1 = o y del que difiere en los 
nuevos Angulos Horarios, que se estudian a continuación 

Angulos Horarios Fig. ( L - 3 ) 

Los nuevos Ángulos Horarios se definen, como el Equinoccial q>, en el Triedro ( O ).y sus 
orígenes, definidos en el Triedro ( 3 ) por la fórmula ( J.1.2. ) sen q, =tg 0tc tg 6 son en el Triedro 
( o ) con <Xk = o, ( J.1.2.1 ) sen q, = o. los o(igenes de ambos resultan; el Cf>b babilónico en el 
Eje - YoH y el q>¡ ( o su inverso el CA>) en el Eje Y oHAceptando que las Babilónicas e Itálicas sean de 
la misma duración que las Equinocciales, la relación que existe entre ellas son las siguientes: 

(L.1.1} q>¡=q,-90°; (L.1.2) q>o=360º-q>¡; {L.1.3) Cf>b=q>+90°; 
(L.1.4) 'Pb = q>¡ + 1800; 
(L.1.1.1) cp¡ = 15\; (L.1.3.1) Cf>b = 15ft,; (l.1.0.1) q> = 15t+ 90° 

Se deduce, siendo estos nuevos ángulos función del Equinoccial que: 
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-1° ) los senos y cosenos de las lfneas Babilónicas e Itálicas tienen el mismo coeficiente y 
con <ftstinto signo 

-~ ) los senos de las dos ecuaciones de Hálicas, tienen el mismo ooeficiente y con distinto 
signo, y los cosenos con el mismo 

Ecuación de los planos D 

Las ecuaciones del plano · 01 en el Triedro ( 1 ) X1 = o • vienen indicadas en el Triedro 
(A), mediante las fórmulas ( 8.3) y ( 8.3.1.) del Capítulo II X1 = Ua x +Va y + Wa z =O. Este plano 
generan los planos D mediante los Estilos y Ángulos Horarios oorrespondientes a cada linea a 
estudiar. Son las siguientes : 

o bien la fórmula general 

- Si el Estilo es Paralelo al. Ej. T. ( f >0 ) : ~ = -i4 h -k j + ka f ; ( L.4 .. 1 ) 0. = sen aic 

- Si el Estilo es Paralelo al. Ej. T, ( f <O ) : - ~ = Ía h +la j- ka f ; : ( L.4 •. 2) O. =- sen aic 

(Se recuerda que en este caso, con respecto al anterior, cambian el signo de los "c~t.p" a. b. m. 
n. h, j ségún e E.6.7 > < excepto en el Estilo); pero al cambiar de igual modo el valor de a, las 
fórmulas resultantes son iguales en ambos casos. Los valores Q se calculan teniendo en cuenta las 
fórmulas ( 8.5) y ( 8.6 ) del Capitulo 11 ) 

- Si el Estilo es Normal al Plano base, ka se tiene : ( L.4 .. 3 ) Q ª = -W. ( Solamente efectivo 
en el caso de lineas sobre planos Za = o ) 

-1 ) Babilónicas e Itálicas en un Plano 

Su intersección con la superficie S. ( X, Y, Z ) = O, ahora el plano z. = o genera las 
ecuaciones de las Líneas Babilónicas e Itálicas sobre dicho plano, base del reloj., 

( l.3.1 ) Ua x + Va y + 0. = O con los ºª y q, oorrespondiente a cada lfnea. es decir : 

1.1) Horas Babilónicas ( oon Ang. Hor. (f)t,) 

Estilo Paral. Eje Terrestre oon ~ y O. = sen <XI( 

(.L.3 .1.1 ). (-msen (Pl,-nc:os CPb +htg CXI() x+( asen CPb +bcos CPb +j tg CXI() y+ tg CXI( = O 

Estilo Normal al Plano Base oon ka y Oa = --csen <Pb oos Cll( -deos CPb oos Cll( - fsen Cll( 

( L.3.1.2 ) (-msen CPb -neos <Pb +htg <Xt< ) x +( asen q>t, +bcos (f)t, + j tg <Xt< ) y + dsen <Pb -ecos CPb + 
+ftg <Xl(=O 

1.2 ) Horas Itálicas { con Ang Hor. q>¡ ) 

Estilo Paralelo al. Eje Terrestre. oon k.? y Oa = sen a.i 

(.L.3 .1.3.). ( msen q>¡ +neos q>¡ +htg <Xt<) x +(-asen q>¡-bcos q>¡ +j tg aic) y +tg aic = O 
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Estilo Paralelo al. Eje Terrestre.Ít¿ ( con Ang Hor. evo) 

(.L.3 .1.4.). (- msen evo +neos evo +htg «i<) x +( asen q>c,-bcos evo +j tg «i<) y +tg «i< = o 

1.3) Envolvente de las Babilónicas e Itálicas en un plano 

Se halan eliminando la variable fP entre las ecuaciones de dichas líneas y su derivada 

( B.3) 6 { l. 2) (X-PoJ Ua + (y-PoJ Va-Paz Wa = O y 

(L2.1) (x-POl()U,/ +(y: ... PoJVa"-P0z Wa' =O 

cuyo resultado es, en el Triedro ( A ) 

similar a la ( E. 7.1 ). del Capítulo I V, cambiando a por ( 90 °-~ ) . 

- Envolvente en el Triedro ( A} con Estilo Perpendicular al Plano Base k. 

( E.7.12) ó ( L.2.3) ( h2-cos2«.<) x2+(j2-cos2a.J y2+2hjxy+2hfx+2jfy++f-cos2<1t( =O 

TIJ.lO de Cónica de la envolvente 

Bipse 
. ( E.8 ) ó ( L. 2.4 ) sen2 «i< S f Parábola 

Hipérbola 

- 2 ) Babilónicas e Itálicas en Cilindros Fig ( L- 4) 

En este caso, la función Sa = O es la de un cilindro de las siguientes caracterfsticas: 
La base se halla sobre el planQ Z.,,, = o ; y su ecuación : 

siendo m una función cualquiera .La Zp que define el punto P intersección con el plano D , está 
sadapor: · · 

( L.3) UaX,, + Va Yp +W.Zp + Q a=. o .. 

que con las ( l.4 ) expresan las líneas Babil{>,nicas 6 Itálicas. con la O. y la q, correspondientes 

Fd m) u. + F2 ( 01) Va + a. 
{ L5) Zp = ---------

3) · Babilónicas e Itálicas en Conos. F19. C L - 5) 

La definición del Cono se expresa por la altura L del vértice V . y la ecuación en paramétricas 
de su base sobre el plano Za = O · · · 
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Vértice 

{ L. 6) Datos del Cono Base 

Ecuación de un punto P ( ~ Yp) sobre una generatriz 

~ Y., 
--- ---
-Xa - Ya 

(L 7) 
L 

Zp-l 
que. en paramétricas resulta 

L 

Zp-L 
::Yp = - F:i ro).--­

L 

Su intersección con los planos D toma la forma con la Oa y tp correspondientes 

con ( L.7) 

.( L.8 ) 2r, = L --------

Y como en el Capítulo anterior, para facilitar la construcción geométrica, sea Zq la distancia 
desde P a la base del cono y por tanto : 

4i Lí;, 
(L9) ~ =Zp/cosµ =---- -- --------

( Í + tg2 it) 1(2 

4) Lineas Sidéreas 

Está definido el Ola Sidéreo por el tiempo transcurrido por dos pasos consecutivos del 
meridiano del punto geográfico K, por el Punto Vernal. Como no es posible materializar esto, se 
puede tomar como referencia una estrella fija, 6 bien teniendo en cuenta que el plano 0 1 horizontal 
del punto K en un instante dado, vuelve a serlo después de un giro terrestre de 360 º. Si este plano 
es paralelo al de la eclíptica, donde la posición del Sol es indiferente, y el punto K se halle sobre el 
paralelo terrestre <Xi<. = ( 90 °- E), el haz de planos O generan las Lineas Sidéreas. El proceso es 
similar al de las Babilónicas e Itálicas con el Angulo .. Horario <Ps calculado a continuación y que 
indica, con la condición impuesta de la latitud, la diferencia con estas últimas 

4.1 ) Angulo Horario Sidéreo Fig. ( L - 3 ) 

En el Triedro ( O ). el plano 2'.o = O es la base de los Angulos Gnomónicos, pudiendo elegir 
el origen de cualquier haz horario según sus circunstancias, tal como es el caso de las líneas 
Babilónicas o Itálicas, partiendo de los ejes que definen los puntos del Orto y Ocaso. Ahora bien, por 
motivos astronómicos y facilidad, se elige para el Sidéreo como origen de la hora cero, el definido 
por ta intersección del plano meridiano del punto K, que pasa por el punto Vernal y el 2'.o = o ; es 
dec~ que se encuentra en el eje Xi, H, que además es el de las horas Equinociales .Así mismo, este 
plano da lugar, según la fórmula ( L 1.6.1 ), a la línea Babilónica de las 1Et de dicho punto. Como 
consecuencia, las relaciones entre los distintos Angulos Horarios vienen expresadas por: 
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(l.1.1) tp¡=q, -90° { L. 1.3 ) tPb = <p + 90 ° ( A . 4 ) tp = 15 fe + 90 ° 

(l.1.5) 'Ps =cp¡ +90° Y (L1.6) (?s=<P., +270° {L1.7)q>8 =15fs 
dedonde 

( l.1.5.1 ) fs = \ + 6 h y ( L 1.6.1)) fs = ~ + 18 11 

Las líneas Horarias Sidéreas ,corresfX)nden a las Babilónicas aumentadas en 18 horas y 
recíprocamente a las Itálicas en 6. En resumen son unas Babilónicas ó Itálicas referidas a un punto 
del Círculo Polar y con distinto Angulo Horario; por tanto, como norma, todo lo indicado 
anteriormente para las últimas nombradas, se puede aplicar en este caso, 

4.2 ) Horas Sidéreas 

Estilo Paralelo al Eje Terrestre -~ { s = 23 ° 27 m } 

(L3.1) 

( L.3.1.4.) ( n.sen cps -m.cos cps +h / tg s } x + (-b.sen (l)s +a.cos <¡)$ +j / tg s ) y+ 1 / tg s= O 

Como consecuencia, los "c.t.p" correspondientes a los senos y cosenos de los Angulos 
Horarios corresfX)ndientes a Babilónicas e Itálicas , tienen distinto signo; y el de las Sidéreas, igual 
que las del Rayo Solar, excepto los c. d. f. 

5 ) Relación entre diversas Horas 

5.1) Relación entre las Horas Equinocciales y las Babilónicas Triedro (A) 

Por simplicidad. el estudio se realiza sobre el Plano Horizontal de un p. g H. con Estilo 
Paralelo al Eje Terrestre ~ :Por tanto, los ªc.t.p" valen: a= n = h = d = o ; b = -sen a.-t ; m = 1 
e = -cos «ti ; f = sen Clff 

( L.10) ó ( E.10.2.1) Ye= Xe tg CJ>e / sen «ti --Linea Equinoccial (Cap.IV) 

(.L.3 .1.1 ) . (-sen <I\, Xt, +senClff (- cos <I\, + 1 ) Yb + tg <XH = o ---- Unea Babilónica 

La abscisa de su intersección Xo debe ser igual a la del ''Vector Horario " es decir: Está 
sobre la cónica de insolación diurna de declinación 6 

. ( L.11. ) Xo = sen <I\. + cos <Pe tg <Xtt / sen ( 'Pe - CJ>b) = -sen <Ir! cosq,e / (-cos <Xtt sen <I\. + f tg 6) 

Resolviendo la igualdad anterior y los valores de los ángulos <Pe y IPb en función de sus 
tiempos respectivos, se llega a: 

(l.12.1) cos15(t.e-to) =tg~tg6 

-10) la diferencia de los Ángulos Horarios 6 tiempos es constante para cada Declinación Solar . 

-2°) Estas líneas se cortan en la cónica de Insolación definida por la § dada en ( L 12.1 ) . 

-3°) Si cos15 (fe~) 1 = cos15 (fe~ h se verifica que : 

(L.13.1 15(t,,-t¡,), =-15(f.e-f¡,)2 6 (t,,-li,)1 + (fe-1¡,h= 24h 

so 



La suma de dos diferencias horarias estudiados, con Declinación Solar constante • es de 24 
horas 

Ejemplo 

Babilónicas en las Rozas { <lK. = aH= 40,49 º): 

Intersección entre las Babilónicas y Equinocciales cuya diferencia horaria t _ fe es de 5 h 

(L12.1) tg6= 1,1713cos15(fe-f¡,) =1.1713cos75º; 

La intersección se halla en la cónica con Declinación Solar 6 = 16,86 ° y según la ( L 13.1 ) 
también en la correspondiente a la diferencia horaria ( te -ti, ) = 19 h Este ejemplo es válido para el 
caso siguiente. 

5.2) Relación entre las Horas Equinocciales y las Itálicas Triedro (A) 

Partiendo de la fórmula ( L.12.1 ) cos 15 ( fe -l't, ) = tg <lt-l tg 6 y recordando_ la relación 
entre los Angulos Horarios de las Unea4> del epígrafe ( L.1.3 ) ) qtt, = q>¡ +90 ° se llega a a los 
mismos resultados de I caso anterior. 

5.3) Relación entre las Horas Eguinocciales y las Sidéreas ( Triedro {A) ) 

De modo similar al caso anterior,· se tiene que <lK. = ( 90 ° -s ), ( L 1.6 ) <P-s = <Pb +90 ° , 
y que la diferencia (L 14 ) { t. -fs ) = AR • (Ascensión Recta ). Se llega a : 

{ L.12.3) sen 15 (t.-t;.) = tg 6/tg e; ó sen 15AR = tg 6/tg s y 

( L.13.2) 

Ejemplo 

Sidéreas en Las RozasJ 0.1( = iltt = 40,49 º) Intersección entre las Sidéreas y Equinocciales 
cuya diferencia horaria ( ft, _ t.) es de 5 h La inters~n se produce en la cónica de insolación con 

(l.12.3) tg6 = sen 75°tg& = 0.420 

La intersección se halla en la cónica con Declinación Solar 6 = 22,79° y según la ( L.13.2) 
también en la correspondiente a la diferencia horaria ( ~ -ft, ) = AR = 7 h 

- 6 } Propiedades de las Lineas Babilónicas. Itálicas y Sidéreas 

10) Condición para que las Babilónicas e Itálicas sean simétricas con relación a la Subestilar 

Las pendientes en el plano Za = O respectivamente de las Babilón~ e Itálicas son: 

sen qtt, - sen cp¡ 
( L.14.2) tg JJi = ------

sena (1-COS%) 

que es la misma ecuación, pero con distinto origen. Para que estas llneas sean simétricas 
con relación a la subestílar, debe verificarse que tg µ b =- tg JJ; Y esto se consigue aumentando el 
ángulo q,¡ en 180 ° ( 6 \ en 12 h ), con objeto que las Itálicas a partir de la hora 12 se encuentren en 
la parte visible del plano ( A )H 
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sen'Pb sen cp¡ sen (cp¡ + 180º) 

=------=--------
sen a. ( 1- cos 'Pb) sen a (1 + cos q,¡) sen a. (1 + cos {<p¡ + 180 °)) 

ecuación que se cumple para 

(L.15.1) q>i, + q>¡ = 360º 6 { L15.2.) ( le +i) = 24''1 

-sen cp¡ 

= 
sen a. (1- cos <p¡) 

La suma de las horas Babilónicas e Itálicas de lineas simétricas respecto a la subestilar, es 
de 24 horas. Dado que <Pt, = q>¡ + 180 ° las itálicas a partir de las 12, coinciden con las babilónicas de 
fas mismas horas 

De modo similar, si se trata de las Sidéreas, tg J.1s1 = - tg ~ es decir 

-cos (ps, 

C0S a sen cp s, + sen a tg (90-E ) 

Se verifica si 

= 
-cos <p s2 

cos a sen cp s1 + sen a. tg (90-E ) 

{l.15.3) 'Psi+ (1)52 = 180° Ó 440° Y (L 154) {1:s, + f...:z) = 12h Ó (t',.1 + f...:z) = 36 

-2°) Sí cos 15 { te -t¡,) = -cos 15 ( 4 -U = tg a. tg 6 según { L.12.1 ) y { L.12.2 ) se verifica; 

(l.16) 2t..=t¡,+\ 

..SO} Si 6=0. cos15(t,,:...ft,}=1 ycos15(t,,-t¡)=-1 portanto:15(1;,-ti,)=90º etc. 

(l.17.1) fe-i¡,=6h Y fe-t¡ =-6 11 

Sidéreas : sen 15 ( f.e-t's) = tg 6 / tg & = O según ( l.12.3) , por tanto: { L.18.1 } fe = is 
Ó ( l.18.2) fe=\¡+ 12 h 

-7 ) Lineas Babilónicas, Itálicas y Sidéreas en Bifilares 

En el Capítulo VI se demostró que la ecuación vectorial del reloj Bifilar es en el Triedro ( B) 

ft,:, sen <p+ Si:, cos cp + Hb tg a M!fiencp+Nb cos q, + .1t, tg a 
(G.4) (P-H)b = it,.Mo --------- + ki. No---------

e.sen q, +d.cos q, + f.tg ó e.sen q, + d.cos cp + f.tgó 

es decir que los "Coeficientes ·del Vector Horario" At, ~ y Hb están multiplicados por el factor Mo y 
los Mi, Nb y Ji, por el N0 • ( respectivamente en el Triedro (A) por los "c.tp. " m,-n, h y -b, a, j) y 
que era equivalente al .. Vector Horario " equinoccial con Estilo Normal al Plano Base multiplicando 
sus componentes por los escalares que definen la altura de cada hilo .. 

Aplicando las fórmulas ( L.3.1) de las líneas Babilónicas, Itálicas y Sidéreas con el Estilo antes 
citado, es decir con Qª = -W ,y el ángulo cp correspondiente,. se llega a: la siguiente conclusión: 

Los coeficientes de la variable X, vienen multiplicados por N0 ,los de la Y, por Mo Y el 
independiente por el producto Mo N0 Néase Capitulo VI- Reloj Bitilar ) y se llega a la 

( L.3. 2) No UaXp +Mo Va YP +NoMo Q a= O 

Ejemplo: Horas Sidéreas <P = <Ps; a¡¡= 90°- e o.= csen <psen E+ deos <p sena +f cose 

La fórmula ( L.3.1.4 ), en Bifilares se convierte en la ( L.3.2.1) 
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No( n.sen 'Ps- m.cos 'Ps+ h /tg s} x+ Mo(- b.sen CJ>s+a.cos CJ>s+j/tg E) y+MoNo( e.sen 'Pb +d.cos 'Pbl 
+fJ.tgs)= ºJ 

SOL 
:~-

Fig. ( L-2) 

Fig. ( L-4) z. 

X. 

Fig. ( L-1) 

TRIEDROS ( O ). ( 1 ), ( 2 ) y ( 3 ) 

Uneas Babilónicas 

Fig. ·e L- 3) 

180° 

cp' OH Babil. 
270 º;----,-....... ---+---~'----~- Yo 90 o 

O "ltal. 

ó H Sidér. 

Xo 0° 

z, Origen Ang>"os Horarios 

V 

Fig. ( L-5) 

Y, 

X. 
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CAPITULO XI 

M) lEORIA DE LOS PLANOS PARALELOS 

Sean dos p. geográficos H y K, con diferencia de longitudes cp,. .En cada uno se sitúa 
un Plano, el ( A }H y el ( A }K ,definidos mediante sus versores correspondiente. (A- H }ah = kwi y 
(A-K),.= k,. 

Si estos planos son paralelos, sus versares son coincidentes en cualquier Triedro ; en. el 
Triedro (2 ), (cuyo plano 41 = O es el Ecuatorial ),tienen como ecuación, según ( 8.4.2 ). 
Fig(M-1) 

( M.1) k:t,= ~ = .;,cti,- biCn+ ka,fh = ~- bA+ ~fk 

Cambiando de ejes. pasando del Triedro { Z,) al { 4 ) según las fórmulas 

G.: =- di, sen CJ>i..r.: +c.i cos tPt.,; 

( M. 3) dit = di, co~ + Gi sen 'Phk 
fk = f11 

De lo que se deduce: 

- 1°} Para que los Planos ( A )H y ( A )K , sean paralelos, es condición necesaria y 
suficiente que la relación entre sus '"c.t.p" e, d y f y la diferencia de longitudes, (J)ii(( sea la 
indicada en ( M. 3 ) 

-"Z' ) Los "c.tp" f son iguales en planos paralelos 
-3°) Planos paralelos en un mismo meridiano, tienen los "c.t.p" e, d y f iguales 

Cumpliéndose las condíciones anteriores, se calculan a continuación, dos de la parejas 
de parámetros ~ 1k 6 ait ).. 1c que definen al plano ( A )K en función de una de las citadas y 
los "c.t.p" del plano ( A )H 

A ) Conociendo <Xt<_.Y_hhallar iLY....I!i 

A,_) Cálculo de ~ 

Partiendo de los valores 

c =-sena.cosiseny-cosa.seni 
( 8.2) d = cosícosy 

f=-cosacosiseny+senaseni 

Multiplicando fk por se00tt y Gt por cosait. su diferencia, viene indicada por 

{M.4) sen ~ = fk senait - Gt COSOtt 
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~) Cálculo de Tu 

Multiplicando ~ por ~ y fk por co~ y sumándolos, se llega a: 

.e1) Calculo de ~ 

Del cociente fk / Cic despejando la incógnita a.e, se tiene: 

Si el plano { A )K es horizontal, \ = sen <Xi< : ck =- cos ak . d1t=0 ya que : 

~ = 'Yk = 90 ° y por tanto tg a.e= .-fh/ Ge =fh / cos ak 6 ( M.6 .1) sen ilk = fh 

E\ ) Cálculo de A k 

Se desarrolla la fórmula ( M.3) ~ = d" cos<Phk +~sen tpi"' en función de tg <Phk 
z 

( M.7) tg q,,. = tg (Ah -A 1c) = ( -dh~ + dk V { ei,2+d/-d/)) / {c/-d /) 

Si el plano ( A }l(es horizontal se llega a 

( M.71 ) tg 'Pt1k = tg (Ah -A 1c) = - di,/<;, 

B mismo resultado se oonsigue con la ( M. 3) con el valor de die = O 

C ) Cálculo de relojes en planos paralelos 

Mediante lo indicado anteriormente y partiendo de la ecuación del "V.H", con Estilo Par. 
al Eje Terr. se estudian dos soluciones para resolver el reloj del plano ( A )K en el plano ( A )H 
con sus ejes y con el "Ang. Horario." (PI< ; 

-1°} En función de los "c.t.p" del plano ( A )H y el ángulo 'flhk (diferencia de sus longitudes) 
-2°) En función de los "c.t.p• del plano { A )K y el ángulo ~ ,{diferencia angular entre la 
máxima pendiente Ya H, variable en cada p.g. y la subestilar, Yb fija en el espacio ) Fig ( M-2) 

En ambos casos, si el "c.t.p "fes> o el Estilo Para!. al Eje Terr. es el versor ~ y el --1<; si 
f<O. Además, si el coeficiente angular de la recta equinoccial tg ♦ = -h / j < O ,el plano está 
orientado al Este ( y > 90° ) y los " c.tp" h y j tienen el mismo signo ; y si tg ♦ = -h /j > o. la 
orientación es hacia el Oeste ( y < 90 ° }, y los "c.t.p" h j tienen distinto signo. Similar el caso de 
cualquier Estilo. 

(M.8) 

( La recta Equinoccial es la { E.7.2.3) hx+jy + 1 = O) 

CJ Con los "c.t.p" del plano ( A ) tl y el ángulo <P!Js 

DesarroBando el Ang. Horar. qt,, =Cflk +cp¡. los "c.t.p " toman el valor: 

a1 = ~cos (J)i.«- b¡, sen (J)i.« 

b, = b¡,cos ~+~sen~ 
ffi1 = Fr\COS 'Phk_- f\S8f1 tJ'l1k 
n1 = l'\iCOS <Phk + llls, sen 'PI• 

h, = ~ ; ; j, = L, 
c1 = eiicos (Phic - di,sen ~ 
d1 = d¡,cos <Phk + ch senq,¡,k 
f1= fh 
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Estos "c.t.p " corresponden, al mismo "V.H" en el plano ( A )M situado en el p.g. MH del 
Meridiano del K y paralelo al ( A )H por cumplir sus "c.t.p" c1 ct, f1 con la condición de 
paralelismo Además, el ángulo 'Pah entre el eje del plano Y.M ( su máxima pendiente y variable en 
cada p. g. ), y el eje del "Vector Horario" YJI, (es decir, la subestilar, fija en el espacio),es en este 
caso constante, según ( D.2.1 ) tg 'Pah = h1 / t = t\ / it,,= C""'. Se deduce que en el p.g. MH, el "V. H" 
tiene sus ejes paralelos a los del p.g. H. 

Si el plano ( A )Les el horizontal, su polo, el p.g. A, queda definido por su longitud ( M.7.1 ) 
tg 'Pt1k = - el,,/ c.i y por su latitud, ( M.6.1 ), sen a= fH que cumplen con las condiciones de 
paralelismo 

Cg) Con los "c.tp" del plano (Ah$ y el ángulo ~ 

8 "V.H" del plano ( A )K es igual a si mismo en cualquier plano paralelo ( A )H del p.g. H, es 
decir,( P- K )K = ( P- H )H pero los ejes de ambos planos, como se indicó anteriormente, variables 
en cada p.g, no son ooincidentes, y sustienden el ángulo +.. Por tanto, el desarrollo del "V.H" del 
( A ),e en el ( A )H se realiza mediante el correspondiente giro de los ejes principales, 

Al cambiar de ejes el plano ( A )k según ( M.2 ) ,(permutando en este caso los 
subíndices "h " y "k" ), los nuevos " c.t.p" toman el valor siguiente: 

(M.10) 

&i = ~ +.. +11\ sen ... 
~ = ~ cos +,.+I\ sen+.. 
ffi.2 =11\ cos +..-a.i: sen t¡. 
"2 = f\.COS4't. -i>tsent.. 
h2=t\cost..+~+.. 

.k = Ík cos cf>t. - hk sen ... 
C:?=~ 
4=~ 
f2 = fk 

Estos •c.tp " como en el caso anterior, corresponden también al mismo "V.H" en el plano 
( A )u situado en el p.g. MH del Meridiano de K y paralelo al ( A )H por cumplir los "c.tp " ~ 4 f2 
con la condición de paralelismo. 

Circulos " e " 

Proyectando el versor i..,. sobre el plano paralelo al ecuatorial ( A k subtiende el ángulo +.i 
y los planos tangentes a la Esfera Terrestre y paralelos al versor ia11, del plano ( A )H se 
encuentran situados sobre el círculo máximo normal a dicho versor, nombrado "Ctt• y cortan al 
ecuatorial según el ángulo+.. siendo por consiguiente, el I,g. de los puntos geográficos L tales 
,entre ellos los MH y A, que su reloj se mantiene igual a sí mismo y sus ejes Xi. YL K son paralelos 
a los correspondientes del H. es decir el ángulo entre la línea de máxima pendiente y la 
subestilar es C-- Fig ( M -3 ) y Ftg.( M 4 ) De modo similar ,se calcula el " Cic" pasando por los 
p.g. K, MK .Se deduce de lo anterior 

-1.1 ) Un reloj situado en un plano ( A ) k se mantiene igual a si mismo y sus ejes giran el 
ángulo CJ>ati = Cte en cualquier punto L del círculo "4i• 

-1.2) Las coordenadas del "4i• está dada por.Longitud A= 4Ptll. ( variable para.cada 
p.g. L) 

La latitud queda expresada por: 

( M.8.1) tg 0t. = n,_J ht. = ( O..COS q,¡. + l'T\iS80 q,¡.) / ~ 

-1.3 ) Los "c.tp" calculados en los apartados anteriores cumplen con las condiciones 
a. = ~ ; l>t = h.¿ ; m, = '"2 etc; y relacionan en1re si, los "c.t.p" de los planos ( A )H y ( A )K y los 
. . ángulos ~ y +.. 

-1.4.) En caso de Estilo NormalaL Plano Base ,se seguiría el mismo procedimiento. 
teniendo en cuenta los nuevos "c.t.p· ( Capítulo W ). Por ejemplo 



En resumen, el "V.H". ( llamémosle la "Aguja del reloj"), situado en un plano ( A )H se 
mantiene siempre igual a si mismo ;en cualquier plano paralelo, y al desplazarse a través de su 
meridiano al p.g. K, los elementos gnomónicos subestilar, Estilo, líneas de insolación, "Haz Horario" 
etc, { o sea la " Esfera del reloj") se encuentran girados el ángulo ch1k con relación a los ejes 
principales del plano( A )H. La realidad es que quienes giran son los ejes del plano del p.g. K y no 
el"V.H". 

Si el K se desplaza a otro meridiano, todos los dichos elementos giran el nuevo ch1k y la 
"Esfera" sigue indicando la hora de K, ( ó cambiándola, si es la del nuevo meridiano, u otra 
cualquiera}; pero esta "Esfera," si la variación de la longitud del p.g, K es múltiplo de 15 º, se 
mantiene igual a la anterior (6 posterior), pero cambiando la hora en una 6 mas unidades. Si los 
ejes del "V: H "de los 4i son paralelos a los del H, su lugar geométrico es el círculo " ½i" que pasa, 
además del p.g. H por los Mk y A . Fig. ( M -4) 

Consecuencia de todo lo indicado, la insolación del ( A )K es función de sus coordenadas 
geográficas, tal como se estudió en el Capítulo VIII. ~lumínación en dicho plano y en el horizontaQ 

Discusión 

-1°) Si 'Phi<. = o Los p.g. H y MH coinciden y el K está en el meridiano de H Fig ( M -5) 
-2 ° ) Si "11< = o Los p.g. K y MH y los círculos " C ".coinciden Fig( M -6) 
-3 º) Si~=~= o Los p.g. H,K yMHson coincidentes asl como los circulo" C ".Flg. ( M-7). 

. Y si A se encuentra en el mismo .meridiano, su plano es horizontal y aml:x>s círculos 
coinciden con dicho meridiano. 

-4 °} Sí el p.g. A se encuentra en el meridiano de K, coincide con MH y su plano es horizontal. . 
. Fig.( M-8) 

-5 °} Si el p.g. A está situado en el meridiano de H, MH se sitúa en el Polo Geográfico y el . 
circulo "41''. es el citado .meridiano. Fig.( M -9 ). Los planos de los p.g. L, son normales a dicho 
meridiano, ( l'L = 9(>° ; iL = iJ. teniendo iguales los "c.t.p", función de t + <Xt. = c1e por cumplir las 
condiciones de paralelismo dadas en ( M. 3) 

-6 °} En planos paralelos, un plano situado en un p.g. K, ( del círculo "Ci<_") al pasarla un 
p.g.H,( del círculo "CH" ) giran sus ejes el ángulo cl>t. Fig ( M - 4 ) 

Ejemplo 

Angulo ~. que debe girar el plano vertical no declinante ( inclinación í = O O y codeclinación 
y= 90 °) en Stokholm ( 59,26 °; 18,30 °) para situarlo en Madrid ( 40,43 °; -3,7 °) 

Los "c.t.p" de Stockholm 

Gi = e,, = -0,8593 
dii=ds=O 
fh = f9 = -0,5113 

Los " c.tp" de Madrid 

e,. = Cm =-0,7968 ; t\ = t\n= -0,2549 
dk =dm = 0,3219 ; i = _b. = 0,8207 
fk= fm = -0,5113 

La diferencia de longitudes viene dada por <Phk = <psm = 18,3 ° + 3, 7 ° = 22 ° 
El plano en Madrid, según ( M.4 } y ( M.5 ) tiene la inclinación iin = 15,96 ° y codeclinación 

Ym = 70,44 ° , Orientación Oeste. Definido este plano, los ejes del de Stokholm, giran el ángulo 
<Phk = 17,25 ° siendo el Circulo "Cs" el meridiano de Stokholm y el "C..." el que pasa por Madrid y el 
polo A. (de latitud aA = -30,74 ° y longitud i A= 18,30 °). 
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